Tema 13; Céalculo diferencial de funciones de varias variables 1

1 Derivadas direccionales, derivadas parciales

El concepto que generaliza en varias variables la derivabilidad en funciones reales de una variable real es el de di-
ferenciabilidad. Ahora bien, para funciones de varias variables la derivabilidad no ha lugar, al menos en el mismo
sentido que lo tratdbamos para funciones de una variable. Es por ello por lo que se hace necesario el estudio de la
diferenciabilidad, a pesar de ser un concepto mds complejo. Comenzaremos antes analizando algunas nociones més
sencillas que van relacionadas.

Definicién 1.1 Partimos de lo siguiente:

‘ una funcion f:R" - R ‘ un punto xg = (a1, ...,a,) € Domf | v = (v1,...,0n) un vector no nulo de R™

Llamaremos derivada direccional de f en xg en la direccion del vector v (en algunos sitios lo llaman derivada con

respecto a v) a

D (o) =lim flxo+tv) — f(xo) —lim flay + toy, .oyapn + tuy) — f(ag, ..., an)
t—0 t t—0 t

Observacién 1.2 (Importante) La derivada direccional anterior puede realizarse de modo equivalente cogiendo la

funcion

| g:R—R ‘ definida por g(t) = f(xo + tv) ‘ calculando ¢'(0) |

En general, es mds sencillo realizarlo de este modo.

Observacién 1.3 Salvo que se diga expresamente lo contrario, si hablamos de la existencia de alguna derivada direc-

cional se supone implicitamente que su valor es finito (aunque hay casos en los que puede dar infinito).

Ejemplo 1.4 Hallemos la derivada direccional

| de la funcion f(z,y) = 2* —y? | en el punto xo = (3,2) ‘ en la direccion del vector v = (1,—1) |

Esta vale
va(l’o) = D(l,fl)f(gv 2) :}E% n :%L{% t =
2 _ 92 _ 2 _ 1
= lim B+%) ( 2 > =lim ﬁ =lim 10 = 10
t—0 t t—0 t—0

Haciéndolo de la otra manera tendriamos que definir
g(t) = f(xo+tv) = fB+t,2—t) =(3+1)* — (2—t)* =5+ 10¢

y hallar ¢’(0).
Como ¢'(t) = 10 concluimos que D1, _1)f(3,2) = ¢'(0) = 10

Ejemplo 1.5 Hallemos la derivada direccional

| de la funcion f(x,y) = ef—;y% en el punto o = (0,1) ‘ en la direccion de vector v = (—1,2) |
Resultaria asi:
0,1) +t(—1,2)] — (0,1 —t,14+2t)+ 2
D, f(@0) = D1, (0.1) =lim LD LN Oy, JELIL2 45



_3t1 1 aplicamos I’Hopital —3[e "t (1420)%] 4+ (=3t —1)[—e "' +4(1+2t)]

M + 1 e i
—lim e~ t4+(1+2t)2 2 —lim et (142t)2 2 —:’_/hm le~t+(142t)2]2 __2
t—0 t t—0 t t—0 1 4

Y si nos hubiesen pedido la derivada direccional en la direccion del vector (—1,2) se podria haber obtenido des-
de el principio cambiando (vi,v9) por (—1,2), pero es mejor, aprovechando los cdlculos realizados, en la expresion

anteriormente calculada realizar la sustitucion (vi,v2) = (—1,2). De este modo D(_12)f(0,1) = —1.

Ejemplo 1.6 Hallemos la derivada direccional

‘ de la funcion f(z,y) = sin(2x — 3y) ‘ en el punto zo = (0,0) ‘ en la direccion de vector v = (v1,v2) ‘

Procedemos asi:

i tvy,tvg) — 0
va(l'()) = D(vhUQ)f(O,O) :tlg% f( 1 2)

710,0) + t(on, )] ~ F0,0) _
t t—0 t

aplicamos [’Hépital

lim sin(2tv; — 3tvg) —n (2v1 — 3wg) cos(2tvy — 3tva)
t—0 t t—0 1

Y si nos pidiesen ahora la derivada direccional en la direccion del vector (4, —5) se puede obtener, como el cdlculo

= 2111 — 31}2

que acabamos de hacer, desde el principio cambiando (v1,vs) por (4,—5), pero es mejor, aprovechando los cdlculos

realizados, en la expresion anteriormente calculada realizar la sustitucion (v1,v2) = (4, —5). De este modo
D45 f(0,0)=2-4—-3-(=5) =8+415=23

Ejemplo 1.7 Hallemos la derivada direccional

‘ de la funcion f(x,y) = x + 2yz? — €* ‘ en el punto xg = (—1,1,0) | en la direccion de vector v =(—2,2,1) ‘

Esta vale

f[(_la 1>0) + t(_27 27 1)] — f(_]-a 170) f(_]- — 2ta 1+ 2t7t) — (_2)

D(—2,271)f(717 1, 0) :%1_{% 1 :}5% £ =
o= l=2t 421 42)7 —et+2 120422+ 483 — ¢!
=lim =lim =
t—0 t t—0 t
aplicamos I’Hépital 9 .
—_— . 244412t —
pe lim T2+ C - 2-1=-3
t—0 1

De la otra manera tendriamos que definir
g(t) = f(wo+tv) = f(—1—2t,1 +2t,t) = —1 — 2t + 2(1 + 2t)t* — ¢
y hallar ¢'(0).
Como ¢'(t) = =2+ 4t + 12t* — €' concluimos que D(_51)f(—1,1,0) = ¢g'(0) = —3

Ejemplo 1.8 Calcular la derivada direccional de la funcion

f(z,y) _{ 22 si (2,y) # (0,0)

0 si(z,y)=(0,0)

en el origen en la direccion del vector (3,—5). Esta vale

_ . f[(O, 0) + t(3, —5)] — f(070) Yy f(3t, —5t) -0 _
D, f(x0) = Ds,—5)f(0,0) —flg% 7 —thi% 7 =
__—5t(31)% —45¢3 — 45t
o BOER(S0Z . B4 . g .. 40 45
=l ¢ A e L i L v ey

En este caso no utilizamos la funcion auziliar g ya que no se podria obtener su derivada por el modo usiual. Esto se

debe a que la funcion f estd definida en el origen (0,0) de un modo aparte y diferente que en los demds puntos.



‘ Sea f:R®* = R | xg = (a1, ...,a,) € Domf | y C ={e1,ea,...,e,} la base canénica de R™

Cojamos (recordemos que cada e; tiene todas las coordenadas nulas salvo la i-ésima que vale 1). Entonces para cada
i =1,2,...,n la derivada direccional respecto del vector e; es

Do f(zo) = lim f(zo + te;) — f(x0) lim fl(a1, ..., an) + (0,0, ...,0,1,0,...,0)] = f(aq,..., an) _
K t—0 t t—0 t
_ liH(l) flay,...;a; +t, ...,tan) — fla,...,an)
t—

y la llamaremos derivada parcial i-ésima de f 6 (suponiendo que designamos por z; a la variable i-ésima del espacio)
derivada parcial de f con respecto a z; en el punto xy. Para designar a esta derivada parcial suelen utilizarse las
siguientes notaciones:

IL (x0) [ Dif(x0) | fui(wo) | fi,(wo) |

Por ejemplo, para una funcién f de dos variables (z,y) las derivadas parciales en el punto xy podrian denotarse asi

| {4L (20) 731/ (z0)} | {D1f(x0), D2f(x0)} ‘ {fz(20), fy(z0)} ‘ {f2(@0), fy(w0)} ‘

Y para una funcién f de tres variables (z,y, z) las derivadas parciales en el punto xy podrian denotarse asf:

| {8 (0), & (w0), S (w0)} | {D1f(wo), Daf(wo), Daf(x0)} | {fo(wo). fy(wo), fo(x0)} | {fi(wo). fi(wo), filo)} |

Teniendo en cuenta que las derivadas parciales son derivadas direccionales, en principio se pueden hallar aquéllas
igual éstas, por el limite de la definicién o utilizando la funcién

| g(t) = flar,a2,...;a;—1,a; + t,0i41, ey A1, 0p) ‘ pues %(al,ag, woan) =¢'(0) |

Ejemplo 1.9 Calculemos las derivadas parciales de la funcion

‘ f(,y) = 2% | en el punto xo = (—2,3) ‘
Estas son
of _ Ly JIE23) A HL0] - f(-23) L f(2483) - (=8)
52723 = Da o f(=2,3) =lim " =lim r
—2+4t—3 2_ 2_
iy 20 +1 o P s T e lim 7 Tits lim t* =3t i = s _ 3
t—0 t =0 t t>0 ¢ t—0 t(t2 — 4t +5) t—0t2 —4t+5 5
of o JI=2,3) 460, D)) - f(=2,3) L f(=2,3+0)+1
a_y( 2, 3) - D(O.l)f(_2a 3) }l_r)% n —}I_I)% n -
—2—(3+1) —5— 5 _
—lim e ! —lim 5 ts —lim = i 2 = 1
t—0 t t—0 t t—0 t t—0 b 5

Utilizando el otro modo procederiamos con la derivada con respecto a x asi: definiendo

—24+t-3 _ t—5

gl(t) :f[$0+t(170)] :f[(_2a3)+t(la0)] :f(_2+ta3) = (—2—|—t)2+1 T2 —4t+5

y hallando ¢7(0). Como
1- (8> —4t+5)—(t—5)- (2t —4)

g1(t) = (2 — 4t + 5)2

of - 5-20 15 3
%(—2,3) = D1,0)f(—2,3) = 91(0) = 25 25 5

concluimos que



y con la derivada con respecto a y asi: definiendo

g2(t) = flzo +1(0,1)] = F[(—2,3) +£(0,1)] = f(—2,3 + 1) = <2_2)(23:115) _ 7t5—5

y hallando ¢5(0).

1 1
Como  gh(t) = 5 concluimos que %(—2,3) =D f(—2,3) =4¢'(0) = —=

Habitualmente, calcular las derivadas parciales es més sencillo del siguiente modo:
La derivada parcial de f con respecto a la variable z; en el punto zy = (ay,...,a,) puede hallarse

calculando la derivada de la funcién de una variable
Fz(xz) = f(xlu ...,ZL’n),

en la que dejamos fijas las variables distintas de z;, en el punto zy (0, de modo equivalente, tomando la funcién de

una variable
Gi(x;) = fat, ..., i—1, i, Qig1, ooy Qn)s

en la que hemos sustituido las variables x;, para j # i, por los correspondientes a;, y derivando en el punto a;).

Ejemplo 1.10 Hallemos las derivadas parciales de la funcion

‘ f(x,y):%f—_:g | en el punto xo = (—1,0) ‘
ﬁ(m )_2(x+3)71(2x7y)_ 64y
oz YT (z +3)2 T (@+3)?
g(x )_—(a:+3)—0(2:c—y)_ -3 1
oy Y= (z+3)? T (@432 143
| por tanto ‘ %(—170):223 ‘ %(_170):_% |

Otra forma de hallar estas derivadas parciales seria la siguiente:

Si utilizamos la funcion

2
g(x) = f(x,0) = = —fS se obtendria que g'(l”) = ( fg)g

of o _3
y por tanto que 83:( L,0)=g'(-1)= 9

) . 2 — Yy . / 1

A partir de la funcién h(y) = f(—-1,y) = — se tiene que h'(y) = -3
af 1
t —=(=1,0) = 2'(0) = —5
y entonces 83/( ,0) (0) 5

Nota: Por supuesto que también pueden calcularse estas derivadas parciales como derivadas direccionales, de los

dos modos comentados hasta el momento.

Ejemplo 1.11 Hallemos las derivadas parciales de la funcion

| flx,y,2) = e?* T3 cos 2 | en cualquier punto (z,y, z) ‘
| 9L — 92043y cog 2 | 9L — 3e20H+30 cog 2 | IL = —e20+3u iy 2) |
ox Jy 0z




Ejemplo 1.12 Las derivadas parciales de la funcion f : R? — R definida por
2 —y+1
I =iy —s,
son

s 2B +4y—52)-Rr—y+1)-3  9y—10z2—-3

(3z + 4y — 52)? (3x 4+ 4y — 5z)?
_ —15z+52—-4

fu= (3x 4+ 4y — 5z)2

PERUEETES

3z + 4y — 52)2

Observacién 1.13 Lo realizado en los 2 ejemplos anteriores se ha podido hacer (al igual que ocurria con las derivadas
de funciones de una variable) porque no hay ningin problema a la hora de deriwar directamente. Si lo hay habrd que
utilizar la definicion de derivada parcial, como hicimos en algunos ejemplos anteriores como el Ejemplo 1.9 y como
ocurre en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.14 Calculemos las derivadas parciales en todo punto (x,y) € R? de la funcién dada por

o) = ) FiE si(@y) #(0,0)
few { 0 si(z,y) = (0,0)

Si (x,y) # (0,0) se tiene que

O (4.4) = y(@* +y*) —wy2r _ y® —ya?
ox "’ (22 +y?2)? (22 4 y2)2
O (0,4 = 0
9" " e

En el origen (0,0) estos cdlculos no son vdlidos, por lo que debemos recurrir a la definicion de derivada parcial como
derivada direccional, y se tiene que

ox t—0 t t—0 t t—0 t t—0
Q(O,O) i L0 O] = 0.0 SOH=0 5 O 0oy
dy t—0 t t—0 t t—0 t >0

Concluimos que

of [ s si(ay) #(0,0)
6f(:z: y) = { éZ—fZ% si (x,y) # (0,0)

y 0 si(z,y)=(0,0)

Observacion 1.15 No hay una relacion directa entre las derivadas parciales y la continuidad de una funcion en un
punto. Hay casos en los que no existe alguna de las derivadas parciales y la funcion es continua y hay casos en
los que la funcidn no es continua pero st tiene derivadas parciales. Asi ocurre en el ejemplo anterior (lo cual puede
comprobarse realizando el cambio a polares). Por supuesto también hay casos en los que ambas cosas ocurren, es decir,
casos en los que la funcidn es continua y existen las derivadas parciales, y también casos en los que ninguna de estas
cosas ocurre.

Para una funcién vectorial
f=(f,fo, ., fn) :R* > R™

pueden definirse de modo similar sus derivadas direccionales y parciales, siendo éstas vectores de R™ y pudiendo
hallarse coordenada a coordenada a partir de las funciones coordenadas fi, fo, ..., fn-



Ejemplo 1.16 Las derivadas parciales de la funcion f : R? — R? definida por

F(a,y) = (@ — y,a2e", cosay) son

‘ fo = (1,22€eY, —ysinzy) | fy = (=1,2%Y, —zsinzy) ‘

Ejemplo 1.17 Calcular la derivada direccional de la funcion

‘ flz,y) = (2% — 2y + e¥=%,sinz + 3) | en el punto g = (0, —2) ‘ en la direccion de v = (2,1) ‘

Esta vale

10, =2) +t(2,1)] — £(0,-2) f2tt—2)— (44 e72,3)

va(l‘o) = D(Q,l)f(oa _2) :}E% t :}E% t =
i (4t2 =20t — 2]+ e 172 sin2t +3) — (4 +e72,3) i (42 =2t +e "2 —e 2 sin2t)
i t 0 t N

aplicar I’Hopital en ambas coordenadas

42 — 2t + e t72 —e72 sin2t 8t —2e7t72 2cos 2t

) = lim (

_ _(_ —2
00 ¢ T 00 1 — ) = (272

2 Plano tangente a una superficie
Recordemos que la derivada de una funcién derivable
fR—=R

en un punto xg podia ser interpretada como la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto x = x.
Veamos qué interpretacién geométrica podemos darle a las derivadas parciales. Supongamos que tenemos una funcién
real de dos variables f y que tomamos la superficie determinada por la ecuacién z = f(z,y). Haciendo uso de las
derivadas parciales de f es posible obtener el plano tangente a la superficie en un punto (a,b), también se dice a
veces en el punto (a,b, f(a,b)), cuya ecuacién es

z= f(a,b) + %(a,b) (r—a)+ g—i(a,b) (y—10)

Ejemplo 2.1 Hallemos el plano tangente de la superficie

‘ 2z =32% —ysinx ‘ en el punto (m,0) ‘

En este punto la coordenada z vale 3w y como la funcion que define la superficie es

f(z,y) =32? —ysinx tenemos que
‘ %ﬁsz—ycosm ‘ %:—sinmz ‘

Ast la ecuacion de nuestro plano tangente es
z2=3n146r-(x—7m)+0-(y—0) es decir z2=3n% 461 (x—)

Ejemplo 2.2 Hallemos el plano tangente de la superficie

‘ z = (2% — y?)e™vty | en el punto (0, —2) ‘




En este punto la coordenada z vale —;% y como la funcion que define la superficie es

flz,y) = (2® — y?)e™v Y tenemos que
af TY+y 2 2\ zy+y 2 3\ zy+y
%:21’6 +y(z= —y e =2z +yz° —y’)e
0
8—f = ,dea:ery + (iE 4 1)(1,2 _ y2)e:1:y+y — (72y +$3 _ ny +$2 o y2)ea;y+y
Y

Ast la ecuacion de nuestro plano tangente es

4 8 4 8

z:—e—2+§-(x—0)+0-(y+2) es decir Z:_g_‘_e_?x

Ejemplo 2.3 Hallemos el plano tangente de la superficie

‘ z = sinh(42? — y?) ‘ en el punto (1,2) |

En este punto la coordenada z vale sinh(0) = 0 y como la funcion que define la superficie es

f(z,y) = sinh(42? — ¢?) tenemos que

of _ 2,2
B 8x cosh(4x® — y)

g—z = — — 2y cosh(4z” — 3?)

Ast la ecuacion de nuestro plano tangente es

2=0+8cosh0-(x —1) —4cosh0-(y+1) es decir z=8(x—1)—4(y+1)

3 Derivadas parciales de orden superior

Para una funcién
f:R" = R™
también puede plantearse la existencia de derivadas parciales segundas, siendo éstas las derivadas parciales de las
derivadas parciales. Denotaremos por
0% f

— o abreviadamente foix,
Ox,;0x j v

a la derivada parcial segunda de f con respecto (primero) de x; y (después) de z;. Si ¢ = j pondremos

0% f 0*f

Ox;0x;  Ox?

De modo anédlogo se extiende el concepto para derivadas parciales terceras o de otro orden. También en el caso de las

derivadas terceras, cuartas, etc. pueden utilizarse abreviaturas del tipo

Fi 7|07 i

O0x;0x;0x;  0x3 | Ox;0x;0x; - 0x20x;

2

cuando se deriva més de una vez con respecto de alguna variable.



Por ejemplo, para una funcién de dos variables las derivadas parciales segundas serian

o°f | o°f o°f | 0°f

922 | 9x0y | dydx | 0y?

’f | o°f o’ f ’f >’ f >’ f >f | o°f
Ox3 | 0220y | 0xOydx | Oxzdy? | Oyox? | Oydxdy | Oy20x | Oy3

y las terceras

Si f es una funcién para la que existen todas las derivadas parciales de orden k y son continuas en un abierto 2
diremos que es de clase C*(2,R) o simplemente de clase C* en Q (diremos que f es de clase C* cuando existan
las derivadas parciales de todo orden y sean continuas, y de clase C° cuando la funcién sea continua). De hecho, las
funciones usuales y las operaciones que habitualmente realizamos con ellas son funciones de clase C'*° en todo punto

del interior del dominio. Por ejemplo, asi ocurre con la funcién
Fa,y) = 2%/ — sinflog(2)]
T

en todo punto en que  #0 e £ > 0.
Surge ahora la cuestion de si se cumplird la igualdad de las derivadas cruzadas
o*f 0*f
azz‘an o 8;@8%

Esto no es cierto siempre. Pero basta con que la funcién sea de clase C? para poder asegurar esto.

Ejemplo 3.1 Para la funcidn

fla,y) = e

hallemos las derivadas de primer, sequndo y tercer orden. Las de primer orden son

‘ fw — €x+2y + x€:1:+2y — (1 + x)e:1:+2y ‘ fy — 2x€x+2y ‘

las de seqgundo orden son

[ fow =™ 4 (L4 )™ = 2+ 2)e™ P [ fuy = fyo = 20+ )" | f,, = dae™ ]

y las de tercer orden son

‘ Joaz = (3 + x)e:ﬁqy | Sray = foyz = fyaa = 2(2 + x)e:HQy | Soyy = fyay = fyya = 4(1 + x)em+2y ‘ Jyyy = et 2y

Nota: Observemos que hemos utilizado que f es C* para justificar las igualdades

Ejemplo 3.2 Para la funcidn
f(z,y,2) = xycos(2x — 3z) — sin(y* + x?)

hallemos las derivadas de primer y sequndo orden. Las de primer orden son

‘ fr = ycos(2x — 32) — 2zysin(2x — 32) — 22 cos(y? + x?) ‘

= xcos(2x — 3z) — 2y cos(y? + 22 » = 3xysin(2x — 3z
y

Las de segundo orden son

| fre = —4ysin(2z — 32) — 4y cos(2z — 3y) — 2cos(y? + 2?) + 4a? sin(y? + 2?) ‘

foy = fye = cos(2x — 32) — 2xsin(2z — 32) + 4aysin(y? + 22) | frr = foe = 3ysin(2x — 32) + 62y cos(2x — 3z
y Yy

‘ fyy = —2cos(y? + x2) + 4y?sin(y? + 2?) ‘ fyz = f2y = 3xsin(2z — 32) | fzz = =92y cos(2z — 32) ‘




4 Diferenciabilidad

En el Tema 6 vimos el concepto de derivabilidad para funciones reales de una variable. Para funciones de varias
variables no tiene sentido dicho concepto, por lo que se hace necesario plantear otro que, en el caso de funciones de

una variable, coincida con éste. Dicho concepto la diferenciabilidad. Diremos que una funcién
f:R" =R

es diferenciable en x( cuando existe una aplicacién lineal
T:R"—R

de modo que

=0

lim fllat, oy an) + (21, ooy 20)] — flar, ...yan) — T(z1, ..., )

(@1,0@)—(0,...,0) Vai+ .o+l

iy L045) flr0) - Tle) _

(o abreviadamente

poniendo z = (21,22, ...,2,)). Cuando esto ocurre la aplicacién lineal T que cumple esa propiedad se denomina la

diferencial de f en el punto z( y usaremos la notacién
T = df (zg) 6 Df(xo)
De modo anélogo se define el concepto de diferenciabilidad de una funcién vectorial
f:R*"—R™
dividiendo por ||z| = /2% + ... + 2 en cada coordenada, y ocurriria que la diferencial serfa una aplicacion lineal
df (zo) : R® - R™

y el limite anterior deberia ser el vector 0 € R™.

El problema de estudiar la diferenciabilidad para funciones vectoriales se reduce al de funciones reales (m = 1)
debido al siguiente resultado:

Propiedad: Una funcién

f = (flv ---vfm) :R® — R™

es diferenciable en un punto zq si y sélo si f1,..., fm, (las funciones coordenadas de f) son diferenciables en

zo. En esta situacion se tiene ademds que

df (xo) = (df1(x0), ., dfm(20))

es decir, la diferencial se calcula coordenada a coordenada. Ademds, como veremos més adelante, esto podrd simplifi-
carse gracias a lo que llamaremos matriz jacobiana.
A continuacién ponemos algunas propiedades de la diferencial:

1. La diferencial de una funcién diferenciable en un punto es tnica.

2. Toda funcién diferenciable en un punto es continua en ese punto (por lo que toda funcién que no sea continua

no es diferenciable).

3. (Teorema de la funcién compuesta o Regla de la cadena) Si

f:R®™ = R™ es una funcién diferenciable en xg y



g : R™ — RP es diferenciable en f(x)

entonces la funcién compuesta g o f es diferenciable en z3. Ademds

d(g o f)(xo) = dg[f(x0)] o df (xo)

Nota: Mis adelante veremos como determinar en la practica la diferencial de la funcién compuesta, especial-

mente con la matriz jacobiana.

4. Las funciones usuales (constantes, polinomios, exponenciales, logaritmos, trigonométricas, etc.), asf como las
que son combinacién de ellas mediante las operaciones bésicas (suma, resta, producto, cociente, composicién,

etc.) resultan diferenciables en todos los puntos posibles (en los puntos del interior del dominio).

A continuacién vemos la relacién que hay entre la diferenciabilidad de una funcién y la existencia de derivadas
direccionales (en particular de derivadas parciales):
Propiedad: Si una funcién
f:R*"—R™

es diferenciable en un punto z, entonces existe la derivada direccional D, f(xg) con valor finito para
cualquier vector no nulo v = (vq,vs,...,v,) de R". En particular existen las derivadas parciales de f en xg

con valor finito. Ademds, en esta situacién se tiene que

() Duflw) = diz)(v) =Y 2 (ro) -
i=1

En particular para cada vector e; de la base canénica R" se tiene que

of
af[]i

(0) = df (o) (es)
Observacién 4.1 Veamos aqui la formula anterior (*) para el caso de 2 variables:

Dy, vy f(a,b) = df (a,b)(v1,v2) = %(a, b) - v + g—i(a, b) - vy

Y para 3 variables:

0 0 0
Dy, v5,09)f(a,b,¢) = df (a,b, c)(v1,v2,v3) = —f(a, b,c) v+ —f(a, b,c) - vy + —f(a,b7 c) - vs

oz dy 0z
Ejemplo 4.2 Hallemos la diferencial de la funcion
fla,y) = a?e™

en el punto (—1,0).

En primer lugar tenemos que | %ﬂé = (22 + 2%y)e™ | %5 = x3eV

luego | ZL(-1,00=-2] 3L(-1,00=-1 |
Entonces df(—1,0) : R* = R
es una aplicacion lineal tal que para cada vector (vy,vs) € R? se tiene que
df(—l, 0)(U1,U2) = %(—1,0) + U1 + g—z(—l,O) c Vg = —2’01 — V2
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Ejemplo 4.3 Hallemos la diferencial de la funcion

Fz,y) = ze” HV°
en el punto (—1,2).
En primer lugar tenemos que ‘ % =(1+ 2m2)e“”2'*‘y2 ‘ g—{/ = 2rye® TV
] 0
luego | a_£<_172) = 3¢’ ‘ 6—{/(—172) = —4¢° |

Entonces df(—=1,2) : R* - R
es una aplicacion lineal tal que para cada vector (v1,v9) € R? se tiene que

0 5}
df (—1,2)(vy,v2) = 8—£(—1,2) cvp + 8_5(_1’2) -vg = 3e°v; — 4e’vy

Ejemplo 4.4 Para la funcién
f(z,y) = 2®sin(y + 2x)

calcular

ar(1,-2)(0.7)

En primer lugar tenemos que | gﬁ = 3z%sin(y + 2x) + 222 cos(y + 2x) ‘ %5 = 23 cos(y + 2x) ‘
ego | 21, -2)=2] 21,2 =1
T af af T T T
Ent a1, -2)0, 2y =21, -2) 0+ L1, -2 Z=2.041. 2 =2
nionces f( ? )(074) 8[/1;( ) ) 0+8y( ) ) 4 0+ 4 4
Ejemplo 4.5 Para la funcidn
fz,y) =2y + e Ysinx
calcular
df (a,b)(0,3)
En primer lugar tenemos que %g =y+e* VYsinex+e* Ycosx | %5 =x—e" Ysinx |
luego %(a, b) =b+ e lsina 4 e* b cosa %5(@, b) =a—e*Psina |
0 0
Entonces df (a,0)(0,3) = —f(a, b) -0+ —f(a, b) -3 =3a—3e* sina
Ox y
Ejemplo 4.6 Para la funcidn
flay) =
3y - y2 + 1

calcular
df (a, b)('Ula v2)

. of _ _ 3 of _ _—6xzy
En primer lugar tenemos que o = P11 | 9y = Ftip

9 d _
luego ‘ a—i(a,b) = ﬁ a—z(a, b) = ﬁ

0 0 3 6ab
Butonces df(a.b)on, 1) = GH(@.0) 01 + G (a,b) vy = oty — o
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Ejemplo 4.7 Sea
f:RZSR

una funcién diferenciable en el punto (2,—1) y tal que

| 22, -1)=3] @2, -1)=-2|

Hallar la expresion analitica de la diferencial
df(2,-1):R* - R

Calcular también
D f(a5(2,—1)

Lo primero que se pide es df (2, —1)(vy,v2) = %

of
2, 1) vy + 2L
-1 v+ 5
Y lo seqgundo es Df5)(2,—1) =df(2,-1)(4,5) =3-4—-2-5=2

(2, —1) Vg = 31}1 — 2112

Ejemplo 4.8 Sea f : R?2 — R una funcion diferenciable en un punto xo y tal que para cada vector no nulo v =
(v1,v2) € R? se cumple que
va (xo) = 51}1

Hallar las derivadas parciales de f en dicho punto.

Procediendo como en el ejercicio anterior se tiene que

of

501 = D fur iy (30) = df20) (01, 02) = S (o) -1 + o o) -

De aqui deducimos ahora que

[ 5 (0) =5 | Gwo) =0 ]

Si bien toda funcién diferenciable posee derivadas parciales, hay funciones que poseen derivadas parciales y sin
embargo no son diferenciables, incluso hay casos en los que la funcién no es ni siquiera continua, como ocurre con la

funcién del Ejemplo ?? en el (0,0).

Corolario 4.9 Si alguna de las derivadas parciales o direccionales no existe (o tiene valor infinito) entonces la funcion

no es diferenciable.

Como vemos hay funciones que poseen derivadas parciales en un punto y sin embargo no son diferenciables en
dicho punto. La cosa cambia si exigimos la continuidad de las derivadas parciales. Veamos el siguiente criterio:
Propiedad: Supongamos que tenemos una funcién f que es de clase C! (es decir, con derivadas parciales de

orden 1 continuas) en zg. Entonces f es diferenciable en .

Observacién 4.10 Este resultado nos servird sobre todo de modo tedrico para saber que las funciones usuales son
diferenciables, sin tener que calcular las derivadas parciales (si lo que pretendemos es calcular primero las derivadas

parciales para después comprobar la continuidad de éstas, normalmente no es el método mas aconsejable).

El reciproco de este resultado no es cierto, pues hay funciones que son diferenciables en un punto y que tienen
derivadas parciales que no son continuas en dicho punto (ver Ejemplo ?7?).

Veamos a continuacién la tltima herramienta que vamos a utilizar para determinar si una funcién
f:R" >R

es o no diferenciable en un punto zg = (ay, ..., an):
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Si todas las derivadas parciales de f en x( existen con valor finito entonces sabemos que de ser diferen-
ciable f en el punto z( ocurrirfa que para cualquier vector (x1,...,2,) € R™ se tendria que la diferencial de f en xg
serfa la funcién T : R” — R definida por

0] 0
T(l‘l,...,l’n) = 8—51(1:0) B S o %(Io) - X

Entonces deberia cumplirse que el siguiente limite existe y es nulo

lim flar + 1, yan + ) — flar, .,an) = T(x1, .0y )

(®1,...,70)—(0,...,0) \/ l'% + ...+ .’17721

En caso de ser esto cierto tendriamos que f es una funcién diferenciable en el punto z y que efectivamente df (z¢) = T;

b

en caso de no existir tal limite o de existir y no valer cero, f no seria diferenciable en el punto z.

Ejemplo 4.11 Estudiemos la continuidad y la diferenciabilidad en el punto (0,0) de las funciones definidas, si (x,y) #
(0,0), por

2 3 I
| f@y) =tz | 9@y) = 7 | hay) = 22z

£(0,0) = (0,0) = h(0,0) = 0

En caso de ser diferenciables hallaremos la diferencial en (0,0).

Es sencillo ver que, en el origen (realizando el cambio a coordenadas polares) la primera no es continua (luego no
es diferenciable) y las otras dos st son continuas. Ahora bien la seqgunda funcion no es diferenciable en el punto, pues

si bien sus derivadas parciales (en el punto) existen y valen

| 22(0,0) =1 | 22(0,0) =0 |

respectivamente. Y el limite que planteamos para la diferencial

=2 — [22(0,0)z + 22(0,0)y]

3

= lim
(z.9)—(0,0) Va2 +y? (z,4)—(0,0) \/az2 + y?

2
12_;'_ . —XY .
= lim X = lim — no existe

(@) =0.0) /22 + 32 (2.9)—(0,0) (22 +y2)?
(como puede facilmente verse en polares o al hallar los limites direccionales). Finalmente la tercera funcion si es
diferenciable (en el punto), pues sus derivadas parciales (en el punto) son nulas y el limite planteado para la diferencial

4

S (20,00 + 2(0,0)y] (0.2 40y
lim lim =
(2,y)—(0,0) \x? + 2 " (e)—(0,0) Va2 +y?
134 0 4
2?4y’ = lim S existe y es nulo

Nl

= lim —F—
(2,9)—(0,0) /22 + 42  (2,9)—(0,0) (22 4 y2)
(puede verse en coordenadas polares), luego
dh(070)(v17v2) =0-v14+0-v93=0
es decir, la diferencial es la funcion constante igual a 0.

En resumen para estudiar la diferenciabilidad lo que debemos hacer por regla general es:

1) Si a simple vista se ve que f es de un tipo concreto (polinémica, exponencial, trigonométrica, etc. o
combinacién de éstas), eso significard que la funcién es de clase C* (es decir tiene derivadas parciales de primer orden
continuas) luego sera diferenciable.
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2) Si ya hemos analizado o si se puede ver puede determinar fdcilmente que la funcién no es continua, en
ese caso no serd diferenciable (si no hemos determinado ain la no continuidad de la funcidn, este criterio no es
aconsejable con cardcter general, pues a veces es mds costosa esta labor que realizar el andlisis de los criterios que
vienen a continuacién).

3) Si no existe (con valor finito) alguna de las derivadas parciales (de primer orden) de f en z( sabemos
va que f no es diferenciable en xg.

4) En caso de que existan todas las derivadas parciales de primer orden (con valor finito) construir
la funcién T candidata a ser la diferencial y comprobar si cumple o no que el limite correspondiente sea nulo. En

caso afirmativo la funcién serd diferenciable y en caso negativo no.

5 Matriz jacobiana

Sea f una funcién diferenciable en un punto zy. Como ocurre con toda aplicacién lineal podemos calcular la matriz
asociada a la diferencial df(xo) respecto de diversas bases. Concretamente nos interesamos por la matriz asociada
respecto de las bases candnicas:

Propiedad:
Si =010 fm) : RT>R™
es una funcién diferenciable en un punto xy entonces

df (z) : R" — R™

es una aplicacién lineal y tendria una matriz asociada respecto de las bases canénicas de R™ y R™. Esta matriz se

llamard matriz jacobiana de f en zy (ya la mostramos a continuacién) y la denotaremos por

) ) )
Sh(wo) Sl(mo) - Hl(x)
0, 0, 0,
SL(wo) S2(xo) - F(x)
Ofm Ofm Ifm
ﬁ(fvo) 3J;2 (330) T 3£n (330)
Observacién 5.1 FEn algunos contextos puede utilizarse la notacion J —((’; 111; 22’; :’:)) para la matriz jacobiana anterior,

ast queda claro cudles son las funciones que se derivan y cudles son las variables respecto de las que se deriva.

Mediante la matriz jacobiana podemos obtener la imagen de cualquier vector v = (vy,...,v,) € R™ a través de la

aplicacion lineal df (zo) mediante la férmula ya conocida para aplicaciones lineales

df (o) (v) = J f(xo) - v

donde estamos poniendo el vector v en columna.
A partir de esta férmula obtenemos ésta otra ya conocida
of

f(-To)'Ul+"‘+—($o)"Un

df (zo)(v1, .oy ) = 8—331 i

Ademsds cuando la funcién f esreal (f : R — R) la matriz jacobiana suele ponerse en forma de vector (fila o columna)

y se le denomina también vector gradiente de f en x, denotdndolo también asi .

Ve0) = (5 (a0). s 5 (w0)
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Ejemplo 5.2 Hallar la matriz jacobiana de la funcion

f:R3 - R? dada por
T1,X2,T3) = (Sinxy cos xg sin T3, sin 1 COS To COS T'3 en el punto Z,E,z
2°3°4
Q&(z z I) Q&(z z ) Qﬁ(z z o)
’ P dr1\273'4/) BJxx\2'374) Dz3\27371
Esta es Jf(=,=,—-) = donde
234 Q.&(z z I) Q&(z z ) Q&(z z o)
dr1\273'4/) Bz \2'3°4) Dz3\27371

‘ fi(x1, 29, x3) = sinx cos zg sinxg ‘ fa(x1, 22, 23) = sinxy cos zg cos x3 |

En primer lugar tenemos que

of1 _ of1 __ . . Of1 _ -

Wﬁ = COS X1 COS T Sinxg ‘ 8_3:; = —sinz; sinxo sin r3 | d—li = sin xy cos X9 COS X3 ‘
ofe — COS 1 COS L9 COS T3 | Ofs — —sin xq sin x coS X3 | fs — — COS T'1 COS T2 Sin T3 |
Oz Oxo Ozxs

0 6 6
. .y _ T T 4 4
Ast la matriz jacobiana es Jf(i, 3 Z) =
0 _¥6 6
1 1

Ejemplo 5.3 Hallar la matriz jacobiana en el punto (0,—1) de la funcion
f:R? - RY dada por f(z,y) = (z* — y,0,sin[zy], e?¥)

F20,-1) F2(0,-1)

3 ox oy
Esta es Jf(0,-1) = donde

%—f;(o,—l) aa_f;(ov_l)

| Az,y) =2 —y | folz,y) =0 | folz,y) =sin(ay) | falz,y) = > |

Entonces tenemos que

2] 0, 0, 0, 0 f: 0 f: 0, 0,
Bh—op | S0 — 1 [ 8k —0 ] 8L —0] 8k = yoos(ay) | G = wcos(ay) | Ht =0 | G =26
0 -1
. ) 0 0
Asi la matriz es Jf(0,-1) =
-1 0
0 =

Ejemplo 5.4 Calcular la matriz jacobiana de la funcion

f:R3 > R3 dada por f(z,y,2) = (log[zy], zx + v*, % + % —1)

en cualquier punto (z,y,z) de su dominio.

0 e} 0
%(Iyyvz) 8_];1(I7yaz) d_le(xayaz)

Esta es Ty = | L(ey2) L(ay,z) Yy, donde
9fs

d 0,
W(Iyyvz) a_s'(xvyaz) a_E(xayaZ)
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| filzy,2) =log(zy) | folz,y.2) =2+ 2 | falw,y,2) =L+ 2 1|

Tenemos que

g s o o i o . i )
or — xzy =z dy — xy —y oz ox oy — 4 0z — or — (z—=x)2 dy — z—=x dz — (z—x)2
1 1
z ¥ 0
Ast la matriz es Jf(x,y,2) = z 2y x
zZ—y —1 y—x
(z—x)2  z—z (2—x)?

Para finalizar vamos a hallar la matriz jacobiana en el punto P = (1,1, % — 1) (se utilizard en el Ejemplo 7?). Sale

)
3

Ejemplo 5.5 Hallar la matriz jacobiana en el punto Q = (0, 5, %) de la funcion

g:R® - R? dada por 9(x1, 2, x3) = (sin[zy22], cos[2x3 + 3x2] cos x1)
, 72Q) F2(Q) F2(Q)
Esta es Jg(Q) = donde

S2Q) 22(Q 2(©Q)

‘ g1(x1, 2, x3) = sin(z1x2) ‘ g2(21, T2, x3) = cos(2x3 + 3x3) cOS x4 ‘

En primer lugar tenemos que

g% = T2 COS(LEll’Q) g—‘?; =1 COS(I’1£E2) ‘ g—ii =0 |
%% = —cos(2z3 + 3x5) sin 2y ‘ %ﬂ% = —3sin(2x3 + 3x2) cos 1 | %;Li = —2sin(2z3 + 372) cos 71 ‘
T 200
Ast la matriz es J =Jg0,-,~) = 3
9(Q) = Jg(0, 5, 7) <032>

6 El Teorema de la funcién compuesta (la Regla de la cadena)

Recordemos la regla de la cadena para funciones diferenciables:
Si f:R"® —» R™ es diferenciable en zp y g : R™ — RP es diferenciable en f(zo) entonces la funcién

compuesta g o f es diferenciable en zy. Ademas

d(g o f)(xo) = dglf(xo)] o df (xo)

Esta férmula dada sobre las diferenciales (que son aplicaciones lineales) puede expresarse en términos de sus
matrices jacobianas (que son las matrices asociadas respecto de las bases canénicas) ddndonos la siguiente versién
matricial de la regla de la cadena (la cual nos dice que la matriz jacobiana de la composicién es el producto

de las matrices jacobianas):
Si f es una funcién diferenciable en xy y g es una funcién diferenciable en f(xz() entonces

J(go f)(wo) = Jglf(wo)] - J f(0)
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Ejemplo 6.1 Con las notaciones de los dos tltimos ejercicios hallemos la matriz jacobiana de la composicion g o f

en el punto P = (1,1,% —1).

Tengamos en cuenta que f(P)= f(1, 1,% —1) = (0, g, %) =Q Y que

R? L R3 4% R2 y por tanto se puede realizar la composicion go f:R®— R?

Entonces se cumple que J(go f)(P)=Jg(Q)-Jf(P)=

1 1 0 z z 0
3 3

S I 2 1| =

3 2

2 2
T 1 1 0 7T—3+g 6 — 3

Lo que hemos calculado en este ultimo ejercicio va a ser analizado, en términos de las derivadas parciales, a
continuacién

Vamos a ver como calcular las derivadas parciales de una composicién de funciones de la forma
R" L R 2 R

a partir de las derivadas parciales de f y de g. Denotemos por x = (x1,...,z,) a las variables de R™, uq, ..., u,, a las
variables de R™ y f1,..., fin a las funciones coordenadas de f (de hecho en la férmula que vamos a ver pondremos
igualmente f; que u;). Entonces a la hora de hallar la derivada parcial con respecto a z; de la funcién g o f se tiene
que
d(gof) :@'%+ﬁlau2+...+ﬁ-au7n
ox; Ou; Ox; Ouy Ox; ou,, Ox;

Ejemplo 6.2 Supongamos que tenemos funciones R? 1, R % R2 y que queremos derivar la composicidn en los
puntos del dominio. Denominemos a estos puntos de forma genérica por (x,y) y a los del dominio de f por (u1,ug, us).

Ademdas usaremos la notacion f = (f1, f2, f3) para las funciones coordenadas de f. Entonces

d(gof) _ Oy ofi 9g ofa 9g 9fs
o (&Y= s (f(z,9)) - 5~ (@y) + g ) - 5 (@) + aug(f(x,y)) 5 Lo Y)
d(gof) Oy df1 Jg 0fa Jg Ofs
) (0) = S ) Gt ) + () o) + 5 () - )
Ejemplo 6.3
Consideremos funciones R L R2 %R definidas por
[ f(e.y.2) = (2~ 3cosy,3 — 2zy) | glu,v) =ue ™ |
Hallemos las derivadas parciales de la funcion compuesta go f.
Como las funciones coordenadas de f son
‘ fi(z,y,2) = 222 — 3cosy ‘ fo(z,y,2) =3 — 2y | es decir
‘ uw=2%2—3cosy ‘ v=3—2y ‘ obtenemos que
(g o 0 0 0 0
K90 1 ,2) = 2 (1r,,20) - P20+ D020 a—fm,y,z) y como
%(u,v) =e ‘ %(u,v) = —bue Y 8f1 L(x,y,2) =22 ‘ af? (z,y,2) =0 ‘ se tiene que

gz (f(@,y,2) = e PO~V gi’, (f(z,y,2)) = —5(x22 — 3cos y)e*5(3*29) ‘
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d(go f)

con lo que B (v,y,2) =
= e 672 93z — 52?2 — 3cosy)e "B L0 = 2pze 32
0] 0 0] 0] 0
También tenemos que (gaz f) (ZC, Y, Z) = 8_,Lgt(f(za Y, Z)) ' 8_.2(x7y7 Z) + 8_g(f(xa Y, Z)) : a_f;($7y7 Z)
Y como ‘ %iul(:v,y, z) = 3siny | Ly, y z2)=—2 ‘ se tiene que

d(go f)
Jy

(z,y,2) = e 2B . 3siny — 5(xz — 3cosy)e PG~ . (—z) =

=3siny e G~ 4 52(222 — 3cosy)e 2B

Finalmente obtenemos que

go f) _ 9 ofh 99 of
22D (0,2 = S2 05, 20) - S ) + 520 2) - (e )
Y como | %(m,y,z) =22 | %L;(:r,y,z) =—y | se tiene que
9(go f)

5, (@y.2) = e PG g2 —5(a”z — Beosy)e PO L (—y) =
2
e 5B—2y) 4 5y(x?z — 3 cos y)ef5(3fzy)

Si preferimos utilizar las matrices jacobianas (ES MUY RECOMENDABLE) tengamos en cuenta que

Jo(f@y.2) = ( 8wy =) L(fwv2) ) =

= ( 675(37zy) 75(1,2’2 B 3COSy)675(3*Z?¥) )
we  Jf(zy.2) = 8f1 L (2,y,2) dfl (;p Y, 2) %(:ﬂ,y,z) [ 22z 3siny  2?
Yq Y, 2) = 8f2 L2 (x,y,2) an L (2,y,2)  Y(wy,2) )\ 0 _ —y

y por tanto ( Agoh) 1,1y, 2) U8 (2,y, 2) oD (2, y, 2) ) =J(go f)(x,y,2) = Jg(f(x,y,2)) - I f(x,y,2)

. ) 92 X 2
= ( 6*5(372'9) _5(3?22’ — 3¢os y)€,5(dfzy) ) . ( Tz 3blny xT ) _
0 —z —y
= ( 2xze5B—2Y) 3siny e ®G=2Y) £ 52(222 — 3cosy)e 2B2Y) 22e=36=2Y) 1 5y(222 — 3cosy)e 5B )

También se puede utilizar el cdlculo directo realizando antes la composicion:

Como R L RZ LR se tiene que go f : R> — R estd definida por
go f(x,y,2) = g(f(z,y,2)) = g(z°z — Bcosy,3 — 2y) = (¢°z — Bcos y)e >~
Y entonces las derivadas de esta funcion son:
0 .
001y - s
x
0
(gaz /) (z,y,2) = 3sinye "G~ L 52(222 — 3cosy)e PGV
0
(gao /) (0,9,2) = 225320 4 5y(222 — 3cosy)e 3=Y)
z
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Ejemplo 6.4
Dadas funciones R? L R3 94 R?
y dado Q € R? tal que f(Q) = (—1,0, il

2
hallemos las derivadas parciales de la composicion go f.

) y de modo que

con g(u,v,w) = (wu?e’, v cosw)
%aé(Q) = (1,-2,0) ‘ %5(@) =(2,-3,1) ‘

Como gi = (2wue",0) | g—g = (wu?e?, cosw) ‘ g—g = (u?e’, —vsinw) ‘ Y
8@{3( =1 | 6f2 -2 ‘ 8f3 )=0 | I (Q) =2 | I (Q) = -3 ‘ s (Q) =1 | se tiene pues que
%(Q) - Y50 o+ gg<f<cz)) %(Q) + 29 (1q)- 22 (g) =
=(=4,0)-1+(2,0)- (=2) + (1,1) - 0= (=8,0) y
W0 (@) = 2@ THQ)+ @) T2Q) + 5 (@) FAQ) -
= (_470) 2+ (2’0) : (_3) + (17 1) L= (_133 1)
St utilizamos las matrices jacobianas obtenemos que
Tor@) = (2U@) 2UQ) £UWQ) )= ( e )
7@ FO L
Y que Jf(Q) = %(Q) %—ZQ(Q) = —(2) —Z’; y por tanto
A ()
d(gof) d(gof) _ _ , Y B B 71 72 _( 8 13
(%:0@ 220Q) )=JoN@=Ta@)-1[@=| ", o | 2 3=,
0 1

con lo que obtenemos que (gof) (Q) es la primera columna y a(gof) (Q) la segunda.

En este ejemplo no ha lugar el cilculo directo de la composzczon go f para luego derivar, pues aunque se conoce la

expresion de g no se conoce la de f.

7 Cambios de coordenadas

Aqui vamos a tratar situaciones dentro de las cudles estd el cambio a coordenadas polares, pero pueden aparecernos
cambios tanto de 2 como de mds variables. Asf partiremos originalmente de unas variables (z1, ...,

presarlas en funcién de otras (uq, ..., 4, ) mediante alguna relacién. Entonces nos interesaremos por la matriz jacobiana

del cambio. Si denominamos ® : R” — R"” a la aplicacién que define dicho cambio, en el sentido

(xlv ,.’En) = <I)(ulv mv“n)‘

Esto es asi porque si tenemos ahora una funcién

g:R’IL_)Rm

que depende de las variables o coordenadas (1, ..., £, ), una expresién que dependa de g y de algunas de sus derivadas

parciales respecto de las variables (zy,...,2,) podemos representarla en funcién de la composiciéon de go ® = G y
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algunas de sus derivadas parciales respecto de las variables (uy, ..., u,) sin més que realizar el cambio de coordenadas.

Aplicaremos para ello la férmula

Igual que para la derivaciéon compuesta (de hecho es un caso particular) se puede dar la férmula matricial con el
jacobiano del cambio de coordenadas; incluso esto nos servird para, mediante el jacobiano inverso, hallar las derivadas

parciales del cambio inverso, conocidas las del cambio inicial; la férmula anterior seria
Jg(@) = J(G o & Y)() = JG(@ " (x)) - JO ()

para cada punto x = (z1, ...x,), es decir

Ouy ouq . ouq
oz Oz Oy,
auz 8712 . 3u2
oxq Oxo Oxp
99 9g 9g — 99 9g dg
Ox1 Oxo Oz, - Ouy Ous Oun,
Ouy, Ouy . Ouy,
Oz Oxo 0xy

Si aparece alguna derivada parcial de orden superior se vuelve a aplicar reiteradamente la férmula anterior.
Veamos en primer lugar algunos cambios de coordenadas usualmente empleados. Comenzaremos por el cambio a

polares que ya conocemos:
Ejemplo 7.1 1. (Coordenadas polares) La aplicacién que nos da el cambio es ® : R?— R? dada por
D(p,0) = (pcosh, psinb) = (z,y)
Esto suele expresarse habitualmente diciendo que hacemos el cambio de coordenadas

x = pcosf
y = psind
Geométricamente p representa la longitud del segmento que une (x,y) con el origen y 0 €]0,2x[ el dngulo que

forma el semieje OX positivo {y = 0,z > 0} con dicho segmento. Ahora pueden obtenerse las derivadas parciales

del cambio ®

| g—”p”:cosﬁ | %:—psine ‘ g—g:sine ‘ g—g:pcose ‘
y por tanto su jacobiano
JB(p,0) = g—i % _ cosf —psind
’ %g %% sinf  pcos@
Despejando se obtiene el cambio inverso ® !
— /12 + y2
§ = arctan?

T

es decir dHa,y) = (Va2 + y2,arctang) = (p,0)
x

(teniendo en cuenta que este dltimo despeje se realiza en el cuadrante x,y > 0, haciéndose de otro modo en los

otros cuadrantes).
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Ahora puede obtenerse el jacobiano de ®~' a partir de las derivadas parciales

— T
ox /12 42 oy /22 1+y2 ox 1+4 z2+y? oy 1+4 z2+y?
o0 o z y
luego J@fl(x,y) _ gz gz _ Va24y?  yfri4y?
Q20 90 —y T
ox Oy 22+ y2 22+ g2

o tomdndolo como inverso del otro jacobiano

z Y
\/zz +y2 \/Iz +y2

=Y =z
x2+y? z2+y?

_ _ cos@ sinf
JO N (a,y) = J®(p,0) " = ( sin0  cosd )
P p

Si tenemos ahora una funcion

g:R2 =R
se pueden relacionar sus parciales respecto de unas coordenadas y de otras, bien de modo directo:
O _ 90 2900 _Dg__w gy g . Dusind
dr  Opdx  900x  Op . [a2 yy2 0022+y>  Op 99 p
dg _ 090p 0996 0y _y Dy« g dgcostd
oy — Opdy 900y Op.\[xZt+y2 O00x*+y>  Op 00

o bien utilizando matrices jacobianas:

9  Op ;
o9 00 \_ (2 92 \.( 9 oy \_( 82 8g ). [ cosf sin0 )
ox Oy - dp 00 20 96 - Op 00 _sinf  cosf -

9z Oy P p
_ 9g _ Ogsinf 99 99 cos 8
= ( o cos ) — 37 - B sin 6 + 57 >

. (Coordenadas cilindricas) La aplicacion que nos da el cambio es ® : R3— R?® dada por
P(p,0,2) = (pcost, psinb, 2) = (z,y, 2)

Esto suele expresarse habitualmente diciendo que hacemos el cambio de coordenadas

x = pcosf
y = psind
z = z

Geométricamente p representa la longitud del segmento que une (x,y,0) con el origen (o lo que es lo mismo, la
distancia del punto (x,y,2) al eje 0Z) y 0 €]0,27[ el dngulo que forma el semieje {x > 0,y = z = 0} con dicho

segmento.
El cambio inverso ®~! se obtiene despejando
— /12 + y2
§ = arctan?
x

z = z

es decir
Ny, 2) = (Va2 + yQ,arctang,z) = (p,0,2)
x

(teniendo en cuenta que este dltimo despeje se realiza en el cuadrante x,y > 0, haciéndose de otro modo en los

otros cuadrantes).

En el apéndice figuran los detalles de las derivadas parciales y los jacobianos de ambios cambios y de cémo

emplearlos para relacionar las derivadas parciales de una funcion g : R? — R.
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3. (Coordenadas esféricas) La aplicacion que nos da el cambio es ® : R3— R? dada por

(I)<p797¢) = (pCOSHSin¢7pSineSin¢vpCOS ¢) = (l‘,y,Z)

Esto suele expresarse habitualmente diciendo que hacemos el cambio de coordenadas

x = pcosfsing
y = psinfsing
z = pcos¢

Geométricamente p representa la longitud del segmento que une (x,y,z) con el origen, 6 el dngulo (medido de 0
a 2) que forma el semieje {x > 0,y = z = 0} con la proyeccion del segmento anterior sobre el plano z =0, y ¢

el angulo (medido de 0 a ) que forma el eje OZ positivo {(x,y,z) : x =y =0,z > 0} con el segmento inicial.

El cambio inverso ®~! se obtiene despejando

p = VaZ+y?+ 22
f = arctan ¥
T

z

Va+y?+ 22

¢ = arccos

es decir

_ Yy z
0,0,0) =® Lz, y,2) = (Va2 + y2 + 22, arctan <, arccos ———————
(0.0.0) = 9 (@.9.2) = (v 2 arooos <)

Pasemos ya a realizar cambios de coordenadas en algunas expresiones.
Ejemplo 7.2 Supongamos que tenemos una funcién
. ™2
g:R*—=R

que depende de las variables x e y. Mediante el cambio a coordenadas polares x = pcosf,y = psin€ en el cuadrante
x,y > 0 (despejando obtendriamos el cambio inverso que seria p = \/x? +y2,0 = arctan £ ) vamos a transformar la
expresion

99 , 99

x%—l— 8y

Ya hemos visto en el apartado correspondiente a coordenadas polares todo lo concerniente al cambio en si, el cambio
inverso, asi como las parciales de ambos cambios de coordenadas y también cémo se relacionan las parciales de g en

unas coordenadas y otras. Recordemos datos:

g—lf = cosf = —psinf a—y sin 0 | 9 — peost ‘ 99 — gz cos ) — %s“;e gz = 89 2 sind + gg%
dg dg dg Bg sin @ dg 8g cos @
Luego ¢ g9 99 cos6 — 99
uego tenemos que T + y8 p COS 0(8p cos 6 20 —) + psin 9(6/) sin 0 + 20 5 )=
= p(cos? f + sin? H)Z—i + (cosfsinf — sin 6 cos 9)% = pg—i
Recapitulando la cosa asi:

Bg +y 89 89
Yor 8y 8/)

Ejemplo 7.3 Supongamos que tenemos una funcion

g:R? >R
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que depende de las variables x e y. Mediante el cambio a coordenadas polares en el cuadrante x,y > 0 vamos a

transformar la expresion

99 _ 99
dr Oy
Utilizamos las mismas férmulas que en caso anterior y se tiene que
dg 0Og Og dg sin 6 dg . dg cos b ) dg  (sin® + cosf) dg
—~ - —==_—cosl — =—— — (==sinf + — = 0 —sinf)—= - —= —
9x 9y~ 9p cos 20 (8p sin 6 + 0 ) ) = (cos sin )8p P 20
Ejemplo 7.4 Supongamos que tenemos una funcion
g:R* =R

que depende de las variables x, y, z. Mediante el cambio a coordenadas cilindricas x = pcosf,y = psinf,z = z en el
cuadrante x,y > 0 (despejando obtendriamos el cambio inverso que seria p = \/x? + y2,0 = arctan %, z = z) vamos a

transformar la expresion

@@ 4 (@)2
ox dy 0z
Podemos utilizar las formulas que estan puestas en el apéndice, aunque no obstante el cdlculo directo de las derivadas

parciales siguientes es sencillo:

dp __ T _ 3 00 __ -5 = ___ siné@ 0z __
e R s A i
dg 3g 3p 0g 00  0g 0z 3g sm@ 3g
- +=—=—+ =7 =cost—
o Opdx  000x ' 9z 0x op  p 00
Similarmente %5 = sind g—z = —L1+_4%2 == = Copse g—; =0
0y _0g0p 0900 090 _ 0y Oycoss
dy Opdy 000y 0z0y Op a9 p
. ) 9 90 | 090z _ O
Finalmente |53—dz—0‘ —1|dz—625§+5«%dz+5§$:£

En conclusion tenemos que

dg 0 0 0 9] 0. 0 0g cos 9]
9999, (99y2 _ (99 o5 - 20500y 99 5 09080y, D0y,
Ox Jy 0z ap 0 p 0p a9 p 0z
9., ,cos20—sin®0 dgdg sinfcosh dg., 09,
— sinfcos0 el Yot el e
= sinf cos (ap) ( 5 )apaa = (39)° +(3,)
Ejemplo 7.5 Para una funcion z de clase C? cambiar la expresion Zpe + 42y + 32yy con el cambio
v = 3r—y
u = T+2y
En primer lugar se tiene que g; =3, gz =1 2y = g—; = % g; + gi gg 362 + gz
Igualmente g; -1, g; =2 2y = g—; = %g; + gi g; =2 4 90

Para las derivadas sequndas se tiene que

05 _OBFE +5) _0%) 0% o) o0 aF)ou 9500 0(%)ou

%2 = By T oz =3 Oz + or 3l v Ox ou 8m] v Oz ou Or
0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0%z
337 33580 e 3 o 1= %0 S gume * o2
L 0n _OBEE) oG o) o) 95 ou | o) ov d5) ou
Yoy oy T oy oy ov Oy Jou 0Oy ov 0Oy ou Oy
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0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 022 0%z
=322 .(-1)=+3 ) (=122 .9=_3-“ 15§ 92Z ©
ov? (=1)+ Ovou + Oudv (=1)+ ou? Ov? + Ovou + ou?
0z O=F 28 AE) +23(§—i) _ 7[5(%)@ 5(%)@] 2[5(%)@ 3(%)@] _
oy = oy dy B dy oy dv Oy ou Oy dv Oy ou Oy’
0%z 0%z 022 0%z 0%z 0%z 0%z
=2 (1) = ) (=1) 222 9= — 2 _ 4=
ov? (=1) Ovou + Oudv (=1)+ ou? Ov? Ovou + ou?
Finalmente se tiene que
0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0%z
e+ 42, S A AT, L S, Rl B (- T hedicd QL VI, | e
Zaw + AZay + 32y, 93112 +68v8u + ou? 4 381}2 +581}3u + 8u2)+3(31}2 Ovou + 8u2) Ovou + ou?
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