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Problema General y Objetivos de la Memoria.

e Problema General: Si nos son dados:

- X espacio topoldgico no vacio, e
- ¢ : X — X endomorfismo continuo. Capitulo 3.
Capitulo 4.

Conocer ladinamica topologicael par( X, ¢) (= Sistema Dinamico
Discreto (S.D.D.) asociado o inducido por el endomorfigiya@on-
siste en tener conocimiento en términosldecripcion explicity de
propiedades topologicade lo que ocurre para cadace X con el
conjunto

Orbg(x) ={¢"(xz) :n e NU{0}}

dondes” (z) = ¢(¢" ' (z)) n € Ny ¢" = Idx.
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e Metodologia de Trabajo: La filosofia de trabajo que la comunidad
cientifica ha decidido seguir con el fin de resolver esta cuestion es
su estudio preliminar edominios sencillocon el fin de poder in-

ferir informacion al problema general, ademas estos sistemas son Ig o
apitulo 2.

modelizacidon matematica de numerosos fendmenos naturales:
Capitulo 3.
Espacios métricos compactos con topoldgias conocidas. T
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e Metodologia de Trabajo: La filosofia de trabajo que la comunidad
cientifica ha decidido seguir con el fin de resolver esta cuestion es
su estudio preliminar edominios sencillocon el fin de poder in-

ferir informacion al problema general, ademas estos sistemas son Ig o
apitulo 2.

modelizacidon matematica de numerosos fendmenos naturales:
Capitulo 3.
Espacios métricos compactos con topoldgias conocidas. T

Recientemente han sido &mpliamente estudiados:

1. Espacios de dimension cero como
X =xN={0,1}"

2. Espacios de dimensién uno como:
- X =1=10,1],
- X =8,
- X = Arboles, grafos, dendritas y dendroides.
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e Objetivos de la Memoria: Siguiendo esta linea de investigacion
parece natural como siguiente paso para avanzar en la comprension
del problema comenzar el estudio de sistemasdmninios bidi-
mensionales

Capitulo 1.

Capitulo 2.
Dada la maxima de tratar espacios sencillos parece razonable abordag;, s

el estudio de:

Capitulo 4.

(I? =[0,1] x [0, 1], Tre| ).

Consideraremo$'(z,y) = (f(x,y),g(z,y)) trasformaciones con-
tinuas del? y para caddx,y) € I? nos planteamos el problema de
describir el conjunto

Orbp(z,y) ={F"(x,y) :n € NU{0}}.
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e Objetivos de la Memoria: Siguiendo esta linea de investigacion
parece natural como siguiente paso para avanzar en la comprension
del problema comenzar el estudio de sistemasdmninios bidi-

Capitulo 1.

Capitulo 2.
Dada la maxima de tratar espacios sencillos parece razonable abordag;, s

el estudio de:

mensionales

Capitulo 4.
(I* = [0,1] x [0,1], Tr2|72).

[eaanswn |
Consideraremo$'(z,y) = (f(x,y),g(z,y)) trasformaciones con- s

tinuas del? y para caddx,y) € I? nos planteamos el problema de
describir el conjunto e »
Orbp(z,y) = {F™(z,y) : n € NU{0}}. R
Como metodologia de trabajo consideraremos ciertas familias de apli-
caciones _ vover |
AL pm—

sujetas a ciertas propiedades que disminuyan la dificultad de este_
problema. En este sentido aparecen de modo naturablasiciones
triangulares dé*? nucleo central de estudio en esta memoria. o san |
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Definicion . Una aplicacion triangularde I? es una trasformacion
continuaF : I?> — I? de la forma

F(z,y) = (f(v),9(z,y))

dondef € C(I,I)yg € C(I%I). Alafunciéonf se la llamabase ~ Caiub2
de la aplicacion triangular”. Y mediantd'r(/?, I?) denotaremos a  Capituios.
la clase de las aplicaciones triangulares ffe Capitulo 4.
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Definicion . Una aplicacion triangularde I? es una trasformacion
continuaF : I?> — I? de la forma

F(z,y) = (f(v),9(z,y))

dondef € C(I,I)yg € C(I%I). Alafunciéonf se la llamabase ~ Caiub2
de la aplicacion triangular”. Y mediantd'r(/?, I?) denotaremos a  Capituios.
la clase de las aplicaciones triangulares ffe Capitulo 4.

El estudio de la clas&r (12, I?) es importante por dos motivos:
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Definicion . Una aplicacion triangularde I? es una trasformacion
continual : 1> — I de la forma

F(z,y) = (f(v),9(z,y))

dondef € C(I,1)yg € C(I% ). Alafuncionf se la llamabase  Capiio2
de la aplicacion triangular”. Y mediantd'r(/?, I?) denotaremos a  Capituios.
la clase de las aplicaciones triangulares ffe Capitulo 4.

El estudio de la clas&r (12, I?) es importante por dos motivos:

1. Por suespecial morfologida dinamica triangular esta fuerte-
mente influenciada por la dinAmica de su aplicacion base que L« »
posee dominio unidimensional.
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Definicion . Una aplicacion triangularde I? es una trasformacion
continual : 1> — I de la forma

F(z,y) = (f(v),9(z,y))

dondef € C(I,1)yg € C(I% ). Alafuncionf se la llamabase  Capiio2
de la aplicacion triangular”. Y mediantd'r(/?, I?) denotaremos a  Capituios.
la clase de las aplicaciones triangulares ffe Capitulo 4.

El estudio de la clas&r (12, I?) es importante por dos motivos:

1. Por suespecial morfologida dinamica triangular esta fuerte-
mente influenciada por la dinAmica de su aplicacion base que L« »
posee dominio unidimensional.

2. Los elementos dé'r(1%, I?) no dejan de sereferentes del am-
bito bidimensional
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Definicion . Una aplicacion triangularde I? es una trasformacion
continual : 1> — I de la forma

F(z,y) = (f(v),9(z,y))

dondef € C(I,I)yg € C(I*I). Alafunciénf se la llamabase Capito2
de la aplicacion triangular”. Y mediantd'r(/?, I?) denotaremos a  Capituios.
la clase de las aplicaciones triangulares ffe Capitulo 4.

El estudio de la clasér (7%, I?) es importante por dos motivos: _ paginawww |

1. Por suespecial morfologida dinamica triangular esta fuerte- ~ [Iiimeapasnan]
mente influenciada por la dinamica de su aplicacion base que L« »

posee dominio unidimensional.
2. Los elementos dé'r(1%, I?) no dejan de sereferentes del am- I
bito bidimensional _Péginaseco |

En la memoria planteamos un estudio exhaustivo y detallado de cier- Pantats complet |
tas propiedades demilitud y diferenciaentre las clases de aplica- .

ciones:
Tr(I%1%)  y  C(I1D). _ s |
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1. Notacion y Resultados Preliminares.

Capitulo 1.

Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Capitulo 3.
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1. Notacion y Resultados Preliminares.

., . ., . Capitulo 1.

1.1 La nocién de Sistema Dinamico. PR
Capitulo 3.
Definicion 1.1.1. LlamaremosSistema Dinamic¢S.D.) a una terna Capitlo 4

(X, T, ¢) consistente en:

X : Espacio de estados, a menudo llamado espacio de fases siguiendo |
nomenclatura de la Mecanica Clasica,

T : Conjunto de tiempos,

v : Flujo u operador de evolucion,
verificando las siguientes condiciones:

(7) X es un espacio topologico no vacio,

(#¢) T es un subgrupo aditivo de,

L

(1ii) ¢ : X x T'— X es una aplicacion continua que cumple:
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¢(0,x) = x para cadar € X, i.e.,pq(x) = ldentidad enX,
o(t,o(s,x)) = p(t + s,z) para cadat, s € T'y cadax € X.
Ademas, si el subgrugb = Z (o bienN U {0}, o bienZ~ U {0}) diremos

que elS.D. es discretdS.D.D.); siT = R (o0 bienR* U {0}, o bien
R~ U {0}) diremos que €b.D. es continu¢S.D.C.).

Capitulo 1.

Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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para cadar € X, i.e.,pq(x) = ldentidad enX,

= it
s,x)) = p(t+ s,z) paracadat,s € Ty cadar € X.

Capitulo 1.

Ademas, si el subgrugb = Z (o bienNU {0}, o bienZ~ U {0}) diremos
que elS.D. es discret¢S.D.D.); siT = R (o bienR* U {0}, o bien
R~ U {0}) diremos que €b.D. es continu¢S.D.C.). Capitulo 3.

En esta memoria usaremos exclusivamente S.BsBciados o induci- ~ ©@eitie4
dospor una aplicacion continua : X — X, en cuyo caso el sistema
(X, T, ) vendra dado por:

X : Espacio topolégico no vacio,
T : NU{0}(o Z cuando se trate de un difeomorfismo),
¢: T x X — X tal quep(n,z) = ¢"(x),

donde¢’(x) = Identidad en X'y ¢"(x) = ¢(¢" '(x)) paran € N,
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1.2 Enumeracion de puntos especiales en un S.D. (E.P.E.)

Capitulo 1.

Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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1.2 Enumeracion de puntos especiales en un S.D. (E.P.E.)

Dado(X, ¢) un S.D.D. yz € X: Capitulo 1.

Capitulo 3.

(a) Se dira quer es un puntgeriodicode periodo un entero positivo
para la aplicaciom, si ¢"(x) = z y para cualquier entero positivo
k < n, ¢*(z) # x. Los conjuntos de todos los puntos periédicos, asi <™+
como, de todos los periodos de puntos periédicos sie denotaran
respectivamente coRer(¢) y period(¢).
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1.2 Enumeracion de puntos especiales en un S.D. (E.P.E.)

Dado(X, ¢) un S.D.D. yz € X: Capitulo 1.

Capitulo 3.

(a) Se dira quer es un puntgeriodicode periodo un entero positivo
para la aplicaciom, si ¢"(x) = z y para cualquier entero positivo
k < n, ¢*(z) # x. Los conjuntos de todos los puntos periédicos, asi <™+
como, de todos los periodos de puntos periédicos sie denotaran
respectivamente coRer(¢) y period(¢).

(b) El conjunto formado por todos los puntos de aglomeraciadg(x)
se llamarav-limite del puntox mediante la aplicacion y se deno-
tara conw,(x). Llamaremosu-limite globalde la aplicacionp, o
simplemente el-limite de la aplicacion, a la familia de conjun-
tosW(¢) = {wy(z) : © € X}. Conw(¢) denotaremos al conjunto

U wy(2).

zeX
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1.2 Enumeracion de puntos especiales en un S.D. (E.P.E.)

Dado(X, ¢) un S.D.D. yz € X: Capitulo 1.

Capitulo 3.

(a) Se dira quer es un puntgeriodicode periodo un entero positivo
para la aplicaciom, si ¢"(x) = z y para cualquier entero positivo
k < n, ¢*(z) # x. Los conjuntos de todos los puntos periédicos, asi <™+
como, de todos los periodos de puntos periédicos sie denotaran
respectivamente coRer(¢) y period(¢).

(b) El conjunto formado por todos los puntos de aglomeraciadg(x)
se llamarav-limite del puntox mediante la aplicacion y se deno-
tara conw,(x). Llamaremosu-limite globalde la aplicacionp, o
simplemente el-limite de la aplicacion, a la familia de conjun-
tosW(¢) = {wy(z) : © € X}. Conw(¢) denotaremos al conjunto

U wy(2).

zeX

(c) Se dird quer es un puntaecurrentepara la aplicacion si pertenece
awy(z). El conjunto de todos los puntos recurrentes para la apli-
caciong se denotara coRec(¢).
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(d) Llamaremosentrodel S.D.D.(X, ¢) al conjuntoRec(¢), donde di-
cho cierre se efectia en la topologia que el espAciposee. Lo
denotaremos cofi'(¢).

Capitulo 1.

Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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(d) Llamaremosentrodel S.D.D.(X, ¢) al conjuntoRec(¢), donde di-
cho cierre se efectia en la topologia que el espAciposee. Lo
denotaremos cofi'(¢).

(e) Se dird quer es un puntalo-errante(non-wandering) para la apli-
cacion¢ si, para todaU(z) entorno der, existen entero positivo
de forma quey"(U) N U # (). El conjunto de todos los puntos no-
errantes de se denotara cofi(¢).

Capitulo 1.

Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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(d) Llamaremosentrodel S.D.D.(X, ¢) al conjuntoRec(¢), donde di-
cho cierre se efectia en la topologia que el espAciposee. Lo
denotaremos cofi'(¢).

Capitulo 1.

(e) Se dird quer es un puntalo-errante(non-wandering) para la apli- K
cacion¢ si, para todaU(z) entorno der, existen entero positivo  Capitilos.
de forma quey™(U) N U # (). El conjunto de todos los puntos no-  Capituio 4.
errantes de se denotara cofi(¢).

(f) Se dira quer es un puntauniformemente recurrentgara la apli-
caciong¢ si, para cadd/(z) entorno der, existe N = N(U) > 0
entero de modo que para caga 0 exister tal queq < r < g+ N,
verificando que (z) € U.
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(d) Llamaremosentrodel S.D.D.(X, ¢) al conjuntoRec(¢), donde di-
cho cierre se efectia en la topologia que el espAciposee. Lo
denotaremos cofi'(¢).

(e) Se dird quer es un puntalo-errante(non-wandering) para la apli-
cacion¢ si, para todaU(z) entorno der, existen entero positivo
de forma quey"(U) N U # (). El conjunto de todos los puntos no-
errantes de se denotara cofi(¢).

(f) Se dira quer es un puntauniformemente recurrentgara la apli-
caciong¢ si, para cadd/(z) entorno der, existe N = N(U) > 0
entero de modo que para caga 0 exister tal queq < r < g+ N,
verificando que (z) € U.

Si el sistemg X, ¢) verifica que el espacio topoldgico esmeétricocon

funcion distancial : X x X — R™ tenemos, ademas de las anteriores, la

siguiente nocion:

Capitulo 1.

Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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(g) Sedira quer es un punteecurrente en caden@hain-recurrent) para
la aplicaciong si, para cada > 0, existenzy,....,z, € X,zy =
r, = x, tales qued(z;i1, ¢(x;)) < e parai € {0,....,n — 1}. El

Capitulo 1.
conjunto de todos los puntos cadena recurrentes¢paemdenotara S—
por CR(¢) y a los puntosey, ...., z, € X verificando la propiedad
. Capitulo 3.
antes descrita se los conoce como tHtadengara el punta:.
Capitulo 4.
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(g) Sedira quer es un punteecurrente en caden@hain-recurrent) para
la aplicaciong si, para cada > 0, existenzy,....,z, € X,zy =
x, = x, tales qued(z;;1, o(z;)) < € parai € {0,....,n — 1}. El

Capitulo 1.
conjunto de todos los puntos cadena recurrentes¢paemdenotara S—
por CR(¢) y a los puntosey, ...., z, € X verificando la propiedad —
apitulo 3.
antes descrita se los conoce como eHtadengara el punta.
Capitulo 4.
Definicion 1.2.1. SeaX un espacio topologico. i : X — X es una e
aplicacion continua, diremos que:

() ¢ es detipo < 2> si existek entero no negativo, de modo que to- .
dos sus puntos peridédicos posean periodo de la fatmeon j € ]
(0.1, k). rioma 00|

(i) ¢ es detipo 2> si todos sus puntos periddicos poseen periodo de la e
forma2™ conn > 0 entero. _

(i) ¢ es detipo > 2 si posee algun punto periodico de periodo no  corwr |
potencia de 2.
T
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1.3 El teorema de Sharkovskii.

Capitulo 1.

Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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1.3 El teorema de Sharkovskii.

Teorema 1.3.1.(Sharkovskii)Consideremos eN U {2} el siguiente Capitulo 1.

orden al que llamaremos ordenamiento de Sharkovskii :
9 9 9 Capitulo 3.
3>S5>57>S oo >S 2‘3 >S 2'5 >S 2'7 >S oo >s2 °3 >52 .5 >82 '7 >S oo
Capitulo 4.

> 2M3 > 2 > > {20 > L > Y > 2 s > 0225 9>, 1.

Seaf : I — I una funcién continua. Sf tiene un punto periédico
de periodom, entonces posee puntos periddicos de todos los periodos

menores quen en el anterior orden.

Reciprocamente, dado cualquier elementale la ordenacion ante- b
rior existe f : I — [ continua con al menos un punto periddico de
periodom y ningun punto periédico de periodo mayor gueen el or-
den de Sharkovskii.
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1.3 El teorema de Sharkovskii.

Teorema 1.3.1.(SharkovskiiXConsideremos eN U {2} el siguiente Capitulo 1.

orden al que llamaremos ordenamiento de Sharkovskii :
9 9 9 Capitulo 3.
3>S5>57>S oo >S 2‘3 >5 2'5 >S 2'7 >s oo >52 °3 >S2 .5 >82 '7 >S oo
Capitulo 4.

> 2M3 > 2 > > {20 > L > Y > 2 s > 0225 9>, 1. =

Seaf : I — I una funcién continua. Sf tiene un punto periédico
de periodom, entonces posee puntos periddicos de todos los periodos
menores quen en el anterior orden. ] »

Reciprocamente, dado cualquier elementale la ordenacion ante- b
rior existe f : I — [ continua con al menos un punto periddico de =S
periodom y ningun punto periédico de periodo mayor gueen el or-
den de Sharkovskii. =

El teorema de Sharkovskii es en genétdlL.SO en dimensién mayor Pantala completa |
que uno (incluso para otros espacios de dimension uno como: arboles
grafos, dendritas, dendroide®,,... sélo es valido para ciertos tipos de =

endomorfismos). _ s |
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Contraejemplo . EnR? un giro de centro (0,0) y angulb = %w es
una aplicacién continua con todos sus puntos periddicogyededo tres
y por tanto no satisface el teorema de Sharkovskii.

Capitulo 1.

Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Contraejemplo . EnR? un giro de centro (0,0) y angulb = %w es
una aplicacién continua con todos sus puntos periddicogyededo tres
y por tanto no satisface el teorema de Sharkovskii.

Capitulo 1.

Capitulo 2.

1.3 El teorema de Baire-Hausdorff. |
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Contraejemplo . EnR? un giro de centro (0,0) y angulb = %77 es
una aplicacién continua con todos sus puntos periddicogyededo tres
y por tanto no satisface el teorema de Sharkovskii.

Capitulo 1.

Capitulo 2.

1.3 El teorema de Baire-Hausdorff. |
Capitulo 3.

Capitulo 4.

Resefia bibliograficatopologiede Alexandroff y Hopf.
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Contraejemplo . EnR? un giro de centro (0,0) y angulb = %w es
una aplicacién continua con todos sus puntos periddicogyededo tres
y por tanto no satisface el teorema de Sharkovskii.

1.3 El teorema de Baire-Hausdorff.

Resefia bibliograficatopologiede Alexandroff y Hopf.

Definicion 1.4.1.SeaX un espacio topologico. Usistema ordenado
de conjuntos monotorereciente (resp. decreciente) ghes una familia
trasfinita de subconjuntos dg,

G ={G1,Gs,...,Go,Gor1, ...},

cona el primer ordinal no numerable, tal qués & G (resp. Gz 2
Gpr1)conf e NUQ.

Capitulo 1.

Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.



http://www.um.es

Teorema 1.4.2.(Baire-Hausdorff)SeaX un espacio topologico con
base numerable. Entonces, cada sistema ordenado monoétono de con-
juntos abiertos (resp. cerrados) distintos dos a dosXeres a lo sumo
numerable

Capitulo 1.

Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Teorema 1.4.2.(Baire-Hausdorff)SeaX un espacio topologico con
base numerable. Entonces, cada sistema ordenado monoétono de con-
juntos abiertos (resp. cerrados) distintos dos a dosXeres a lo sumo
numerable

Capitulo 1.

Capitulo 2.

. ., . Capitulo 3.
Como aplicacion del teorema de Baire-Hausdorff, probaremos un re-

. . . Capitulo 4.
sultado de Brouwer sobre propiedades inductivas.
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Teorema 1.4.2.(Baire-Hausdorff)SeaX un espacio topologico con
base numerable. Entonces, cada sistema ordenado monotono de con-
juntos abiertos (resp. cerrados) distintos dos a dosXeres a lo sumo
numerable

Capitulo 1.

Capitulo 2.

. L . Capitulo 3.
Como aplicacion del teorema de Baire-Hausdorff, probaremos un re-

. . . Capitulo 4.
sultado de Brouwer sobre propiedades inductivas.

Definicion 1.4.3.SeaX un espacio topoldgico compacto. _ primera pagina |

(i) Una propiedadP sobre los subconjuntos compactos tese dice RN

inductivasi, dado --
F ={F,Fy, ..., Fo, Foia, ...}, _pigina 13 ce s |

cona el primer ordinal no numerable, sistema ordenado monétono  [FVevE

decreciente formado por subconjuntos compactos{dque satis- pantal omplea |
facen P, entonces el compacto

Fy= ﬂ Fy
Frer o san |
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satisfaceP.

(i) Un subconjunto compacté de X esirreduciblecon respecto a una
propiedadP si ningun subconjunto compacto propio deiene P. Capitulo 1.

Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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satisfaceP.

(i) Un subconjunto compacté de X esirreduciblecon respecto a una

propiedadP si ningun subconjunto compacto propio deiene P. Capitulo 1.

. 02 . L, . Capitulo 3.
Corolario 1.3.1.(Reduccion de Brouwer)SeaX un espacio topologico

Capitulo 4.

con base numerable. Cada subconjunto compactie X que satisfaga
una propiedad inductiva’, contiene al menos un subconjurmtompacto
irreducible, F’, satisfaciendaP.
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2. Similitudes entre T'r(1%,1?)y C(I, ).

Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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2. Similitudes entre T'r(1%,1?)y C(I, ).

.z Capitulo 1.
2.1 El teorema de la proyeccion

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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2. Similitudes entre T'r(1%,1?)y C(I, ).

y Capitulo 1.
2.1 El teorema de la proyeccion

Capitulo 2.
Dadaf : I — I continuayz € I un elemento de la E.P.E., planteamos ...
el siguientePROBLEMA:
Encontrar una aplicacion triangular d& F', con basef para la que [Crsomien |
exista un puntdz, y) perteneciente a la misma clase en E.P.E.gual _ Primera pagina_|

que Pr(x,y) = x dondePr(-,-) es la proyeccién candnica dé sobre L« » ]
I en la primera variable. La respuesta a este problema se recoge en el
siguiente resultado obra de S. F. Kolyada [Erg. Theo. 12, 1992]
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2. Similitudes entre T'r(1%,1?)y C(I, ).

y Capitulo 1.
2.1 El teorema de la proyeccion

Capitulo 2.
Dadaf : I — I continuayz € I un elemento de la E.P.E., planteamos ...
el siguientePROBLEMA:
Encontrar una aplicacion triangular d& F', con basef para la que [Crsomien |
exista un puntdz, y) perteneciente a la misma clase en E.P.E.gual _ Primera pagina_|

que Pr(z,y) = x dondePr(-,-) es la proyecciéon candnica dé sobre L« » ]
I en la primera variable. La respuesta a este problema se recoge en el
siguiente resultado obra de S. F. Kolyada [Erg. Theo. 12, 1992]

Teorema 2.2.2.(ProyeccionpeaA(F, I%) uno cualquiera de los con-
juntos previamente descritos en la E.P.E. paraal mismo conjunto para
la base lo denotaremos pot( f, 7). Entonces se verifica

Pr(A(F,1%) = A(f,I).
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2.2 El teorema de Sharkovskii eril'r(12%, I?).

Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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2.2 El teorema de Sharkovskii eril'r(12%, I?).

Teorema 2.3.1.(Sharkovskii erl’r (1%, 1%))SeaF : I? — I* una apli- Capitulo 1.
cacion triangular. Entonces, el conjunto de Ipsriodos de los puntos  capitlo2.
periodicosde F' sigue el ordenamiento de Sharkovskii. Ademas, paralZrE
cada naturalm existe F' triangular en /2 con al menos un punto per-  capiuioa.
i6dico de peridodan y ningun punto periodico de periodo mayor que
en el orden de Sharkovskii.
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2.2 El teorema de Sharkovskii eril'r(12%, I?).

Teorema 2.3.1.(Sharkovskii el (1%, 1?))SeaF : 1> — I? una apli- Capitulo 1.
cacion triangular. Entonces, el conjunto de Ipsriodos de los puntos  capitlo2.
periodicosde F' sigue el ordenamiento de Sharkovskii. Ademas, paralZrE
cada naturalm existe F' triangular en /2 con al menos un punto per-  capiuioa.
i6dico de peridodan y ningun punto periodico de periodo mayor que
en el orden de Sharkovskii.

Definicion 2.2.1. SeaX un espacio topoldgico no vacio. Diremos
que una aplicacion continu&a' : X™ — X", donden > 2 es un entero
n

positivo y X" = m es unaaplicacion triangular enX", si
F = (f1,...fn) dondef; : X" — X es una aplicacion continua que
depende Unicamente de las variables.....,z; parai = 1,...... ,n, €S
decir, fi(z1,....,x,) = ﬁ-(azl, ceey Ly )-
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2.3 El teorema de Jungck.

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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2.3 El teorema de Jungck.

Definicion 2.4.1.SeanX un espacio topoldgico ¥, g : X — X dos
aplicaciones continuas. Se dira qyfey ¢ soncompatiblessi conmutan
respecto de la composicion de aplicaciones en el conjunto

Coin(f,g9) ={z € X : f(z) = g(x)}.

Si f y g son compatibles Yoin(f,g) # () diremos quef y g son
aplicacionesno-trivialmente compatibles

Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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2.3 El teorema de Jungck.

Definicion 2.4.1.SeanX un espacio topoldgico ¥, g : X — X dos
aplicaciones continuas. Se dira qyfey ¢ soncompatiblessi conmutan
respecto de la composicion de aplicaciones en el conjunto

Coin(f,g) :={z € X : f(x) = g()}.

Si f y g son compatibles Yoin(f,g) # () diremos quef y g son
aplicacionesno-trivialmente compatibles

Teorema 2.4.6.(JungckBig : I — I es una funcion continug,tiene
un punto fijo en comueon cualquier funcion continué : / — I con la
gue sea no-trivialmente compatible, siy solofiy (g) = Fix(g).

Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Teorema 2.4.13.(Jungck el’r (1™, 1)) Sean > 2 un entero y con-
sideremosy = (g1, 92, -, 9n)n € Tr(I", I") una aplicacion triangular.
Entonced- tiene unpunto fijo en comueon cualquier aplicacién trian-
gular F' = (f1, fo, ..., fu)a € Tr(I™,I™) con la que sea no-trivialmente
compatible, siy soélo si, se verifica la igualdadr (&) = Fiz(G).

Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Teorema 2.4.13.(Jungck el’r (1™, 1)) Sean > 2 un entero y con-
sideremosy = (g1, 92, -, 9n)n € Tr(I", I") una aplicacion triangular.
Entonced- tiene unpunto fijo en comueon cualquier aplicacién trian-

Capitulo 1.
gular F' = (f1, fo, ..., fu)a € Tr(I™,I™) con la que sea no-trivialmente e
compatible, siy soélo si, se verifica la igualdadr (&) = Fiz(G). S
Capitulo 4.

Jungck unidimensional Teorema de los Valores Intermedios (T.V.1.)

Jungckn-dimensional—~ Teoremas de Extension Topologica
+

Induccion.
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2.4 Caoticidad Li-Yorke en Rec(F).

Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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2.4 Caoticidad Li-Yorke en Rec(F).

Definicion 2.5.1. Consideremos$.X, d) un espacio metrico compacto  Capitulo 1.
y una aplicacién continua : X — X. Un subconjuntd®? C X se dira Capitulo 2.
(n,e) — separado si para cada dos puntos distintes, z» de F existe un
elementg € {0,...,n — 1} verificando Capitulo 4,

(¢ (1), ¢ (22)) > €.

SeaM C X un subconjunto compacto. Denotaremos e, M, ¢)
la cardinalidad del mayor conjunt@n,s) — separado de M posible.
Entonces se define lantropia topoldgica des respecto del compacto
M C X como

lim lim supllog sn(e, M, @)

e—0n—oo

y se denotara coh,(¢, M). Llamaremosentropia dep al valor i (¢, X)
y la denotaremos cohy,(¢).
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Definicion 2.5.2.Sea¢ : X — X una aplicacion continua. Diremos
gue la aplicaciény escaotica (en el sentido de Li-Yorkesi existeA C
X, con cardinal superior o igual a dos, tal que para caday € A se

Capitulo 1.
satisfacen las dos siguientes condiciones:
Capitulo 2.
(¢) limsup d(¢"(x), ¢"(y)) > 0
n—oo
Capitulo 4.

(é2) lim inf d(¢"(z), ¢"(y)) = 0

n—:~0o0

En tal caso, se dira qud es un conjuntdscrambled"
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Definicion 2.5.2.Sea¢ : X — X una aplicacion continua. Diremos
gue la aplicaciény escaotica (en el sentido de Li-Yorkesi existeA C
X, con cardinal superior o igual a dos, tal que para caday € A se

Capitulo 1.
satisfacen las dos siguientes condiciones:
Capitulo 2.
(4) limsup d(¢"(z), ¢"(y)) > 0
n—oo
Capitulo 4.

(é2) lim inf d(¢"(z), ¢"(y)) = 0

n—:~0o0

En tal caso, se dira qud es un conjuntdscrambled"

Teorema 2.5.7.Seaf : I — I una funcion continua del intervalo. Si
f es de tipo< 2, entonces esno cadtica.
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Definicion 2.5.2.Sea¢ : X — X una aplicacion continua. Diremos
gue la aplicaciony escaotica (en el sentido de Li-Yorkesi existeA C
X, con cardinal superior o igual a dos, tal que para caday € A se

Capitulo 1.
satisfacen las dos siguientes condiciones:
Capitulo 2.
(4) limsup d(¢"(z), ¢"(y)) > 0
n—oo
Capitulo 4.

(é2) lim inf d(¢"(z), ¢"(y)) = 0

n—:~0o0

En tal caso, se dira qud es un conjuntdscrambled"

Teorema 2.5.7.Seaf : I — I una funcion continua del intervalo. Si
f es de tipo< 2, entonces esno cadtica.

Corolario 2.5.7.1.Seaf : I — I una funcién continua del intervalo.
Si f es de tipo< 2%, entonces | z..(y) €sno caotica.
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Teorema 2.5.10. SeaF : I?> — I? una aplicacion triangular con
funcion basef tal que Per(f) es cerrado. Entonces son equivalentes:

(i) Rec(F) # UR(F), Capitulo 1.
Capitulo 2.

(i) F'|Rec(r) €SCaltica. i
Capitulo 4.
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Teorema 2.5.10. SeaF : I?> — I? una aplicacion triangular con
funcion basef tal que Per(f) es cerrado. Entonces son equivalentes:

(|) RGC(F) 7£ UR(F), Capitulo 1.

. L. Capitulo 2.
(i) F'|Rec(r) €SCaltica.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
Corolario 2.5.10.1. SeaF’ : I? — I? una aplicacion triangular con

funcion basef. Entonces, si” es de tipo< 2°°, F'|g.(r) €SN0 cadtica.
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Teorema 2.5.10. SeaF : I?> — I? una aplicacion triangular con
funcion basef tal que Per(f) es cerrado. Entonces son equivalentes:

(|) RGC(F) 7£ UR(F), Capitulo 1.
Capitulo 2.

(i) F'|Rec(r) €SCaltica. i
Capitulo 4.

Corolario 2.5.10.1. SeaF’ : I? — I? una aplicacion triangular con
funcion basef. Entonces, si” es de tipo< 2°°, F'|g.(r) €SN0 cadtica.

2.5 Recurrencia en cadena.
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Teorema 2.5.10. SeaF : I?> — I? una aplicacion triangular con
funcion basef tal que Per(f) es cerrado. Entonces son equivalentes:

(i) Rec(F) # UR(F),

(i) F'|Rec(r) €SCaltica.

Corolario 2.5.10.1. SeaF’ : I? — I? una aplicacion triangular con
funcion basef. Entonces, si” es de tipo< 2°°, F'|g.(r) €SN0 cadtica.

2.5 Recurrencia en cadena.

EnTr(I?, I?)y C(I, I) existen elementos que poseéedos sus puntos
recurrentes en cadena.

Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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EnC(1,1):

Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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EnC(I,1):

Ejemplo 2.6.2.(Block-CovenRealizaremos la construccion, con el fin

Capitulo 1.
de simplificar las expresiones, en el cdse [0, 3]. Consideremos —
(
VT siz € [0,1]
f@) =492z -1 siz € [1,

1
2
—3(x—3) siz € [2,3]

9
] Capitulo 4.
Y

\
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EnC(1,1):

Ejemplo 2.6.2.(Block-CovenRealizaremos la construccion, con el fin

Capitulo 1.
de simplificar las expresiones, en el cdse [0, 3]. Consideremos o
(
v siz e 0,1],
fl@) =42z -1 siz € [1,2], Capitulo 4.
—3(x—3) siz€|[2,3]

\

Figure 1: Ejemplo de Block y Coven
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Fijadoe > 0, la existencia una-cadengpara cada punte € [ se sigue
inmediatamente de los siguientes hechos obvios a la luz de la Figura 1:

Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Fijadoe > 0, la existencia una-cadengpara cada punte € [ se sigue
inmediatamente de los siguientes hechos obvios a la luz de la Figura 1:

(a) f es unauncion continua Capitulo 1.

Capitulo 2.

(c) el puntoy, = 2 esatractoy Capitulo 4.

(b) el punto fijoy; = 1 esatractor

(d) la pendiente d¢ en el intervald2, 3| es negativa, lo que fuerza a un
retroceso de las iteradas
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Fijadoe > 0, la existencia una-cadengpara cada punte € [ se sigue
inmediatamente de los siguientes hechos obvios a la luz de la Figura 1:

(a) f es unauncion continua Capitulo 1.

Capitulo 2.

(c) el puntoy, = 2 esatractoy Capitulo 4.

(b) el punto fijoy; = 1 esatractor

(d) la pendiente d¢ en el intervald2, 3| es negativa, lo que fuerza a un
retroceso de las iteradas

EnTr(I?, I?):
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Fijadoe > 0, la existencia una-cadengpara cada punte € [ se sigue
inmediatamente de los siguientes hechos obvios a la luz de la Figura 1:

(@) f es unduncion continua Capitulo 1.
. Capitulo 2.

(b) el punto fijoy; = 1 esatractor

(c) el puntoy, = 2 esatractoy Capitulo 4.

(d) la pendiente d¢ en el intervald2, 3| es negativa, lo que fuerza a un
retroceso de las iteradas

EnTr(I?, I?):

Ejemplo 2.6.4.(Forti-Paganoni)Definimos el siguiente elemento de
Tr(I% 1?):
1tz
F(z,y) = (z,y 7).
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F satisface la siguientes propiedades que permiten construie-una
cadena para cada punto a travegde(F):

@) F(0,y) = (0,,/5) y F(1,y) = (1,y), N
(b) Per(F) = Fiz(F) = {(z,0) }ser U{(z, 1) }ser U{(1,¥)}yer, capitiio2

(c) Siz = (z,y) € I?conz < 1,y > 0, entoncesup(z) = (z,1) y por Caiilods
tantowr(z) €s un ciclo.

Capitulo 3.
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F satisface la siguientes propiedades que permiten construie-una
cadena para cada punto a travegde(F):

(@) £(0,y) = (0, \/g) y F(1,y) = (1,9), Capitulo 1.
(b) Per(F) = Fiz(F) = {(z,0) }ser U{(z, 1) }ser U{(1,¥)}yer, capitiio2

(c) Siz = (z,y) € I?conz < 1,y > 0, entoncesup(z) = (z,1) y por Caiilods
tantowr(z) €s un ciclo.

Capitulo 3.

Nota . La dindmica de ambas aplicaciones naescilla
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F satisface la siguientes propiedades que permiten construie-una
cadena para cada punto a travegde(F):

(@) £(0,y) = (0, \/g) y F(1,y) = (1,9), Capitulo 1.
(b) Per(F) = Fiz(F) = {(z,0) }ser U{(z, 1) }ser U{(1,¥)}yer, capitiio2

(c) Siz = (z,y) € I?conz < 1,y > 0, entoncesup(z) = (z,1) y por Caiilods
tantowr(z) €s un ciclo.

Capitulo 3.

Nota . La dindmica de ambas aplicaciones naescilla

1. En el primer casa/(f) esal menos; log(2) > 0.
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F satisface la siguientes propiedades que permiten construie-una
cadena para cada punto a travegde(F):

(@) F(()’ y) - <0’ \/g) y F<17 y) = (1: y), Capitulo 1.
(b) Per(F) = Fiz(F) = {(2,0)}ser UL (2, 1) }oer U{(1,9) }yer, capiulo 2

(c) Siz = (z,y) € I?conz < 1,y > 0, entoncesup(z) = (z,1) y por Capitulo 4,
tantowr(z) €s un ciclo.

Capitulo 3.

Nota . La dinAmica de ambas aplicaciones nsescilla
1. En el primer casa/(f) esal menos; log(2) > 0.

2. En el segundo casBer(F) # I? = CR(F) cosa que ocurre en las
aplicaciones de dinamica sencilla cuaréto-(F') = UR(F).

Teorema 2.6.5.SeaF : I?> — I* una aplicacion triangular tal que
para cadaz € I, wr(z) es un ciclo. EntonceBer(F) = UR(F).
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3. Diferencias entreTr(I°,1%)y C(I,I).

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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3. Diferencias entreTr(I°,1%)y C(I,I).

Capitulo 1.

3.1 El teorema de Birkhoff.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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3. Diferencias entreTr(I°,1%)y C(I,I).

Capitulo 1.

3.1 El teorema de Birkhoff.

Capitulo 2.

Capitulo 3.
Comenzaremos estableciendo la nociéfodelo del centrale un S.D.D.

Capitulo 4.
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3. Diferencias entreTr(I°,1%)y C(I,I).

Capitulo 1.

3.1 El teorema de Birkhoff.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Comenzaremos estableciendo la nociéfodelo del centrale un S.D.D.

Definicion 3.2.1. Sea(X, ¢) un sistema dinamico sobreX, d) un
espacio métrico compacto. Seg el conjunto de todos los puntos no-
errantes de¢. Consideremos para cada > 1, ordinal, el conjunto
Xot1 = Q(¢|x.). Sia es un limite de nUmeros ordinales, sea

X, = ﬂ X;.
a>0
Debido a que para cada el conjuntoX, es compacto, en virtud del
teorema de Baire-Hausdorff existe untal que X, = X, . = ... Se

define el centro del sistema dinamitd, ¢) como el conjuntd’(¢) =
X,... El nimeror, recibe el nombre d&ndo del centro.
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Teorema 3.2.8.(Birkhoff) Seaf : I — I una funcion continua. Se
satisface la siguiente igualdad,

C(f) — P@T‘(f), Capitulo 1.
Capitulo 2.

junto con la afirmacion de que &ndo del centro es a lo sumo 2 TR

Capitulo 4.
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Teorema 3.2.8.(Birkhoff) Seaf : I — I una funcion continua. Se
satisface la siguiente igualdad,

C(f) — P@T(f), Capitulo 1.
Capitulo 2.

junto con la afirmacion de que &ndo del centro es a lo sumo 2 TR

Capitulo 4.

El teorema de Birkhoff, en general, BE&LSO enT'r(I?, I?).
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Teorema 3.2.8.(Birkhoff) Seaf : I — I una funcion continua. Se
satisface la siguiente igualdad,

C(f) — Per(f), Capitulo 1.
Capitulo 2.

junto con la afirmacion de que &ndo del centro es a lo sumo 2 I

Capitulo 4.

El teorema de Birkhoff, en general, BE&LSO enT'r(I?, I?).

Teorema 3.2.9.En la clase de las apliaciones triangulares éese
verifican las siguientes propiedades:

(i) ExisteF : I*> — I* conC(F) # Per(F).

(it) Para todok entero positivo existé¢” : 1> — I? con el fondo del
centro mas grande que

(i1i) Existe F : I? — I? tal que suw-limite, w(F), no es cerrado y
ademag”(F’) no esta contenido en(F).
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¢ QUECONDICIONEShemos de exigir a la claser (12, I?) para que
se satisfaga el teorema de Birkhoff?

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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¢ QUECONDICIONEShemos de exigir a la claser (12, I?) para que
se satisfaga el teorema de Birkhoff?

Capitulo 1.

Teorema 3.2.10.(Birkhoff enT'r (12, I?)) SeaF : I? — I? una apli- N
apitulo 2.

cacion triangular con funcion basgdetipo < 2. EntoncesF’ satisface S
apitulo 3.

el teorema de Birkhoff.

Capitulo 4.
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¢ QUECONDICIONEShemos de exigir a la claser (12, I?) para que
se satisfaga el teorema de Birkhoff?

Teorema 3.2.10.(Birkhoff enT'r (12, I?)) SeaF : I? — I? una apli-
cacion triangular con funcion basgdetipo < 2. EntoncesF’ satisface
el teorema de Birkhoff.

Nota . Si F' € T'r(I?, I?) con funcién basg¢ tal que

1. f es detipo 2,
2. Per(f) escerrado

entonces/f’ satisface el teorema de Birkhoff.

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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3.2 Propiedades relativas a-limites.

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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3.2 Propiedades relativas a-limites.

En cuanto a la estructura de los conjuntemite existen"GRANDES Capitulo 1.
DIFERENCIASentreTr (1%, 1?)y C(I,I). Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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3.2 Propiedades relativas a-limites.

En cuanto a la estructura de los conjuntemite existenGRANDES Capitulo 1.
DIFERENCIASentreTr (1%, 1?)y C(I,I). Capitulo 2.
Capitulo 3.
Teorema 3.3.3.Seaf : I — I una funcion continua de clase 2.
Entonces, los conjuntas-limite de todos sus puntos son ciclos y como
consecuenciénitos
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3.2 Propiedades relativas a-limites.

En cuanto a la estructura de los conjuntemite existenGRANDES Capitulo 1.
DIFERENCIASentreTr (1%, 1?)y C(I,I). Capitulo 2.
Capitulo 3.
Teorema 3.3.3.Seaf : I — I una funcion continua de clase 2.
Entonces, los conjuntas-limite de todos sus puntos son ciclos y como
consecuenciénitos

En el afio 1992, S.F. Kolyada constru§ée Tr(1%, I?) satisfaciendo
las siguientes propiedades:
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3.2 Propiedades relativas a-limites.

En cuanto a la estructura de los conjuntemite existenGRANDES Capitulo 1.
DIFERENCIASentreTr (1%, 1?)y C(I,I). Capitulo 2.
Capitulo 3.
Teorema 3.3.3.Seaf : I — I una funcion continua de clase 2.
Entonces, los conjuntas-limite de todos sus puntos son ciclos y como
consecuencianitos

En el afio 1992, S.F. Kolyada construyoe Tr(I?, I?) satisfaciendo
las siguientes propiedades:

1. wp(l,1) =1y = {0} x I,
2. Per(F) = Fix(F) =1y = F < 2%,

3. h(F) = 0.
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Ejemplo 3.3.4Para; € {1,2,...} consideremos; = i §; = 3.

y las siguientes tres zonas ffe

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Ejemplo 3.3.4Parai € {1,2,...} consideremos; = ﬁ 0; =

y las siguientes tres zonas ffe

(@) Zona (*) = [ + &, 521 X I,
(b) Zona (**) =[5 + 3&i, 5 +&i) X 1,

(c) Zona (***) =[5, 5 + 3&;) X 1.

Capitulo 1.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Ejemplo 3.3.4Para; € {1,2,...} consideremos; = i §; = 3.

y las siguientes tres zonas ffe

Capitulo 1.

(@) Zona (*) = [ +¢i, 5] x 1, Capitulo 2.
Capitulo 3.

(b) Zona (**) =[5 + 3&i, 5 +&i) X 1,

Capitulo 4.

(c) Zona (***) =[5, 5 + 3&;) X 1.

Definimos una aplicacién triangular déen la forma:

F(z,y) = (f(x),9(z,y))

donde:
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A f:IT—1

Capitulo 1.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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A f:IT—1

siz €% +e,5+,i=12,..

)"’(%_E’H—l) Sixe[%,%‘i‘gi]:i:laQa"'

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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A f:IT—1

fay=4" "
(B)g:I>—1

siz €% +e,5+,i=12,..

)"’(%_E’H—l) Sixe[%,%‘i‘gi]:i:laQa"'

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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A f:I—-1

() T =& Sixe[%-FSi,Q%],i:l,Q,...
€Tr) =

(g — L)+ (k—cin) Siz€[dE+eli=12..
(B)g:I>—1

(by) - Seai impar.

e Si(x,y) € Zona (*) parai, entonces

Y — 5@ Siy € [52, 1],
0 siyelo,s).

g(:lz,y) —

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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e Si(z,y) € Zona (**) parai, entonces

0;+0; 2 itulo 1.
U [t (o SR R LT
I\ Y) = . Capitulo 2.
0 siy € [0, M].
Capitulo 3.
donde)M = (L_Fg—(jz—ﬂ(x - %) - 5i+1' Capitulo 4.
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e Si(z,y) € Zona (**) parai, entonces

0;+0;41 1
y— (= ) + i
9(z,y) = . E ?

;9 1
dondeM = =" (zx — 5) — 041

e Si(x,y) € Zona (***) parai, entonces

y — 20 (g — o) T 0it1

g(z,y) = 5
1

dondeM =1+ ‘Hgﬁ(x — %) — 0i11.

Siy € [M,1],
Siy € [0, M].

siy € [0, M],
siy € [M,1].

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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(by) - Seai par.

e Si(z,y) € Zona (*) parai, entonces

Capitulo 1.

Y+ 5z Si Yy E [O, 1— 52]7 Capitulo 2.

g<x7 y) - i Capitulo 3
1 siy € [1—46;,1]. pitulo 3.

Capitulo 4.
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(bg) - Sea: par.

e Si(z,y) € Zona (*) parai, entonces
Capitulo 1.

Yy + 5@ Si Yy E [O, 1— 62]7 Capitulo 2.
g<x7 y) - i Capitulo 3.
1 S|y€[1—(5¢,1].

Capitulo 4.

e Si(z,y) € Zona (**) parai, entonces

y+ Lz — 1) — 61 siy € [0, M],

1 siy € [M,1].

g(w,y) =

dondeM =1 — 2 (y — 1) 4 §,,,.

€
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e Si(z,y) € Zona (***) parai, entonces

y -+ 6i—|—€§i+1 (.Z‘ . %) . 5i—|—1 Si y € [M, 1]’ Capitulo 1.
g(-fU, y) = ' . Capitulo 2.
0 siy € [0, M].
Capitulo 3.
dondeM = —%(iﬂ — %) + 5@'4-1- Capitulo 4.
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Observacion 1.El comportamiento dinamico de las iteradas de un punto
(a,b) € I*\ Iy en Zona (*)U Zona (**) U Zona (***) parai € {1,2...} es
el siguiente:

Capitulo 1.

(@) En Zona (*) para; hay undecrecimiento fijoentre las iteradas de @t
valor¢; sii es impar y respectivamente arecimiento fijosi: es par. Capitulo 3.

Capitulo 4.

(b) En Zona (**) parai hay unadisminucion gradual del decrecimiento
entre las iteradas dea 0 si; es impar y respectivamente anmento
gradualsi i es par.

(c) En Zona (***) para: hay unaumento gradual del crecimiergntre
las iteradas d@ a ;. Sii es impar y respectivamente uga@minu-
cion graduaki i es par.
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Descripcion de)V para un elemento del'r (12, I?).

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Descripcion de)V para un elemento del'r (12, I?).

Teorema 3.3.11.(Bal-Gar)La aplicacién triangular del?, F', intro- Capitulo 1.
ducida en el Ejemplo 3.3.4, satisface la siguiente propiedad: Capitulo 2.
Capitulo 3.

wr(a,b) = I Capitulo 4.

para todo(a, b) € I*\I,, dondely, = Fix(F).
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Descripcion de)V para un elemento del'r (12, I?).

Teorema 3.3.11.(Bal-Gar)La aplicacién triangular del?, F', intro-
ducida en el Ejemplo 3.3.4, satisface la siguiente propiedad:

wr(a,b) = Iy
para todo(a, b) € I*\I,, dondely, = Fix(F).

Corolario 3.3.11.1. Para la aplicaciéon triangular del?, F, intro-
ducida en el Ejemplo 3.3.4lescribimos exactamenigfamilia W(F):

W(F) = Iy U {(0,¢)}eer.

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Descripcion de)V para un elemento del'r (12, I?).

Teorema 3.3.11.(Bal-Gar)La aplicacion triangular del?, F, intro-
ducida en el Ejemplo 3.3.4, satisface la siguiente propiedad:

wr(a,b) = Iy
para todo(a, b) € I*\I,, dondely, = Fix(F).

Corolario 3.3.11.1. Para la aplicacién triangular del?, F, intro-
ducida en el Ejemplo 3.3.4lescribimos exactamenrfgfamilia W(F):

W(F) = 1y U{(0,¢)}cer.

Observacion 2.Finalmente, no es dificil notar que, con la anterior propiedad; e

podemos construir aplicaciones triangulares del culoiimensionall™,

usando la aplicacion identidad ém— 2)-coordenadas, tales que los con-
juntosw-limite de todos sus puntos, excepto los de una cara del hipercubo,_

son infinitos y constituidos por puntos fijos.

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Construccion de un elementd‘ universal” enT'r (1%, I?)

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Construccion de un elementd‘ universal” enT'r (1%, I?)

Tras el trabajo de S.F. Kolyada y Enoha en [Real Anal. Excti.8(1), Capitulo 1.
donde caracterizaron los posibles conjuntemite paraT'r(I?, %) en Capitulo 2
una fibral,, la cuestion que queda abierta es, dado uno de tales conjuneapituio 3.
tos,construir analiticamen@&lementos dér (12, I?) que lo posean como
conjuntow-limite.
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Construccion de un elementd‘ universal” enT'r (1%, I?)

Tras el trabajo de S.F. Kolyada y Enoha en [Real Anal. Excii8(1), Capitulo 1.
donde caracterizaron los posibles conjuntemite para7r(1?, I?) en Capitulo 2.
una fibral,, la cuestion que queda abierta es, dado uno de tales conjuneapituio 3.
tos,construir analiticamen@&lementos dér (12, I?) que lo posean como

conjuntow-limite.

Centrando el problema, por ejemplo, en la fihy§ teniendo en cuenta
la licitud como posibles-limites de conjuntos de la forr{@} x .J, donde RN
J C I es un intervalo compacto, podriamos plantearnos la construccion
de una aplicacion triangular d&, Fj, ), tal que exista un puntp, ¢)
verificandowr, , (p, ¢) = {0} x [a, b].
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Teorema 3.3.15.(Bal-Gar)Existe una aplicacién triangula#’ de I*
satisfaciendo las siguientes propiedades:

(i) Paracadala,b] C I, a < b, existe un puntép, q) € I*\ I, tal que Capitulo 1.
Capitulo 2.
WF(p7 q) - {0} ~ [a7 b] Capitulo 3.

(i) Sea(p,q) € I?. Existe un intervalo compacto (degenerado o no) | saicio ]
J C I tal que
wr(p,q) = {0} x J.
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Teorema 3.3.15.(Bal-Gar)Existe una aplicacién triangula#’ de I*
satisfaciendo las siguientes propiedades:

(i) Paracadala,b] C I, a < b, existe un puntép, q) € I*\ I, tal que Capitulo 1.
Capitulo 2.
WF(p7 Q) - {0} ~ [a7 b] Capitulo 3.

(i) Sea(p,q) € I?. Existe un intervalo compacto (degenerado o no) | saicio ]
J C I tal que
wr(p,q) = {0} x J.

Corolario 3.3.15.1.Para la aplicacion triangular dd?, F', construida
en el Teorema 3.3.15 describimos exactamente la familj’):

W(F) ={{0} x J:J C I intervalo compacto degenerado ojno
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Problemas abiertos sobreu-limites enT'r (12, I?).

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Problemas abiertos sobreu-limites enT'r (12, I?).

PROBLEMA 1. Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Problemas abiertos sobrev-limites enT'r (12, I?).

PROBLEMA 1. Capitulo 1.
Capitulo 2.

Los intervalos compactos en una fibra son sélo un caso particular deapitio 3.
posiblesu-limites para aplicaciones triangulares/de En realidad, si en
una fibral, consideramos un subconjunié cerrado y no vacio)/ sera
w-limite de un elemento d&r(12, I?), siy sélo si,M no es de la forma

{a} X ([al, bl] U [CLQ, bg] U...u [an, bn] U C)

donde todos los subintervalos son no degenerados y con interseccion vaci--
dos a dos(C' # () es un conjunto numerable verificando para algimn
{1,...,n} qued(C, [a;, b;]) > 0.



http://www.um.es

Problemas abiertos sobrev-limites enT'r (12, I?).

PROBLEMA 1. Capitulo 1.
Capitulo 2.

Los intervalos compactos en una fibra son sélo un caso particular deapitio 3.
posiblesu-limites para aplicaciones triangulares/de En realidad, si en
una fibral, consideramos un subconjunié cerrado y no vacio)/ sera
w-limite de un elemento d&r(12, I?), siy sélo si,M no es de la forma

{a} X ([al, bl] U [CLQ, bg] U...u [an, bn] U C)

donde todos los subintervalos son no degenerados y con interseccion vaci--
dos a dos(C' # () es un conjunto numerable verificando para algimn
{1,...,n} qued(C, [a;, b;]) > 0.

El problema que se plantea esclanstruccion analiticenT'r (1%, I?)
de elementos que posean en una fibra concreta, por ejdm@omow-
limites a los conjuntos permitidos.



http://www.um.es

PROBLEMA 2.

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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PROBLEMA 2.

Encontrar una aplicacién triangular €hcon entropia topoldgica cero,

Capitulo 1.
tal quetodossus puntos excepto los de una de sus caras (que resulten fijocs o
apitulo 2.

para la aplicacion) posean como conjuattimite a dicha cara de puntos
Capitulo 3.

fijos.
Capitulo 4.
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PROBLEMA 3.

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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PROBLEMA 3.

En el afio 1996 A. Blokh, A.M. Bruckner, P.D. Hume y J. Smital en

Capitulo 1.
[Trans AMS,348 demostraron que la familia o
W(f) ={ws(z) 1z €I} Capitulo 3.

Capitulo 4.

dondef es un elemento d€'(/, I) eracompacta en la métrica de Haus-
dorff de todos los subconjuntos cerrados del intervaloProponemos
como problema:
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PROBLEMA 3.

En el afio 1996 A. Blokh, A.M. Bruckner, P.D. Hume y J. Smital en
[Trans AMS,348 demostraron que la familia

Capitulo 1.
Capitulo 2.

W(f) ={ws(z) 1z €I} Capitulo 3.

Capitulo 4.

dondef es un elemento d€'(/, I) eracompacta en la métrica de Haus-
dorff de todos los subconjuntos cerrados del intervaloProponemos
como problema:

Estudiar la compacidad d&/(F) = {wr(p,q) : (p,q) € I*} enla
métrica de Hausdorff dé> como subfamilia de todos los subconjuntos
cerrados del cuadrado sienflaun elemento del espacior (12, I?).
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PROBLEMA 4.

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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PROBLEMA 4.

En el afio 1999 C. La Paz en [Tesis Doctoral] consiguié encontrar una

Capitulo 1.
caracterizacion e@'(1, I) en el siguiente sentido: A
apitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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PROBLEMA 4.

En el afio 1999 C. La Paz en [Tesis Doctoral] consiguié encontrar una

Capitulo 1.
caracterizacion e@'(1, I) en el siguiente sentido: A
apitulo 2.

., . . . Capitulo 3.
Dadaf una funciéon continua del intervaloA/ C I un posible con-

juntow-limite para la clas€’(/, I'), dio una condicion para saber cuando
M esw-limite de f, es decircaracterizda existencia de: € [ tal que
we(z) = M.

Siguiendo esta misma linea, proponemos:

Capitulo 4.



http://www.um.es

PROBLEMA 4.

En el afio 1999 C. La Paz en [Tesis Doctoral] consiguié encontrar una

Capitulo 1.
caracterizacion e@'(1, I) en el siguiente sentido: —
apitulo 2.

L . . . Capitulo 3.
Dadaf una funciéon continua del intervaloA/ C I un posible con-

juntow-limite para la clas€’(/, I'), dio una condicion para saber cuando
M esw-limite de f, es decircaracterizda existencia de: € [ tal que
we(z) = M.

Siguiendo esta misma linea, proponemos:

Capitulo 4.

DadaF’ € Tr(I?,1%)y M C I, un posible conjunta-limite en la fibra
1,, caracterizar cuandt/ esw-limite deF, es decirdar condicionepara
saber cuando existe, q) € I* tal quewr(p, q) = M.
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3.3 Contraejemplo a una consecuencia del T.V.I. efir(1?, I?)

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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3.3 Contraejemplo a una consecuencia del T.V.I. efir (12, I?)

Para una funcién continua del intervalo; I — I, una consecuencia  Capitulo1.
inmediata del T.V.Il. es la siguiente. Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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3.3 Contraejemplo a una consecuencia del T.V.I. efir (12, I?)

Para una funcién continua del intervalo; I — I, una consecuencia  Capitulo1.
iInmediata del T.V.I. es la siguiente. Capitulo 2.
Capitulo 3.
Teorema 3.4.1.Seaf : I — I continua. S/ & I es un subintervalo
compacto tal que/ C f(J), entonces existe € J punto fijo def.
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3.3 Contraejemplo a una consecuencia del T.V.I. efir (12, I?)

Para una funcién continua del intervalo; I — I, una consecuencia  Capitulo1.
inmediata del T.V.Il. es la siguiente. Capitulo 2.
Capitulo 3.
Teorema 3.4.1.Seaf : I — I continua. SiJ ; I es un subintervalo
compacto tal que/ C f(J), entonces existe € J punto fijo def.

En el afio 1999, Kolyadaynoha y Misiurewiz en [Fund. Mathl60]
se exponia la posibilidad de encontrar un eleméntoTr(12, I?) para el
cual exista/* & I* verificando que/® C F'(J?)y J? no contiene ningin
punto fijode F'.
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3.3 Contraejemplo a una consecuencia del T.V.I. efir (12, I?)

Para una funcién continua del intervalo; I — I, una consecuencia  Capitulo1.
inmediata del T.V.I. es la siguiente. Capitulo 2.
Capitulo 3.
Teorema 3.4.1.Seaf : I — I continua. SiJ ; I es un subintervalo
compacto tal que/ C f(J), entonces existe € J punto fijo def.

En el afio 1999, Kolyadaynoha y Misiurewiz en [Fund. Mathl60]
se exponia la posibilidad de encontrar un eleméntoTr(12, I?) para el
cual exista/* & I* verificando que/® C F'(J?)y J? no contiene ningin
punto fijode F'.

Para ello argumentaban que es suficiente encohtrarl'r (12, I?) tal
queJ?=AUBUC, F(A)UF(B)=1*conF(A) £ Ay F(B) € B,
F(C) =1,y F(I,) = {(5,0)}. Graficamente:
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Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.
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Contraejemplo 3.4.2.(Bal-Gar)Definimos la siguiente aplicacion tri-
angular de/?:

F(ZIZ,y) — (f(x),g(x,y))

donde Capitulo 2.

Capitulo 1.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Contraejemplo 3.4.2.(Bal-Gar)Definimos la siguiente aplicacion tri-
angular de/?:

F(ZIZ,y) — (f(x),g(x,y))

donde Capitulo 2.

Capitulo 1.

Capitulo 3.

A f:I—1

Capitulo 4.
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Contraejemplo 3.4.2.(Bal-Gar)Definimos la siguiente aplicacion tri-

angular del’?:

F(ZIZ,y) — (f(x),g(x,y))

donde

A f:I—1

[SV]] V]

—%a:+3

Slx €

=

WD ©Oot Ok Wl

Sixz €

-

Six €

~

Sixz €

— — @ — @ —

Wi ©Olot Ol W=

Six €

—_

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Contraejemplo 3.4.2.(Bal-Gar)Definimos la siguiente aplicacion tri-

angular del’?:

F(x,y) = (f(z),9(z,y))

donde

A f:I—1

(B)g:I>?—1

[SV]] V]

—ga:+3

Slx €

=

WD ©Oot Ok Wl

Sixz €

-

Six €

~

Sixz €

— — @ — @ —

Wi ©Olot Ol W=

Six €

—_

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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- Siz e [0,5]Uz €[5, 1],

(
1 Siy € [0,%],
. Capitulo 1.
g(x,y) = =3y +2 siye[i, 2],
Capitulo 2.
i 2
\0 St g < [§7 1] Capitulo 3.
i
-SI:L‘E[%,%], Capitulo 4
( 1 . 1 _
_18($ o §) SI y € [07 5]7
g(z,y) =  18(3y — 29)(x — 1) siy €[4, 2], Lpimers ot |
\0 Siy € [%)1]. --
[1 5] --
= SI:I? E §’§ 0
)
(
He=3 sty € 0.4, ]
g(z,y) = § —18(3y — 29)(x — 1) siy e [%,2], |
0 siy € [3,1].
‘ 3 N
T
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Teorema 3.4.3.(Bal-Gar)SeanJ? = [}, 2] A = 3 41 x },2], B =
[2,2]x[5,2]yC =[5, 2] x[3, 2]. Entonces, la aplicacién triangulaf in-

troducida en el Contraejemplo 3.4.2 satisface las siguientes condi(:ionesé:apitulol

(i) J>’=AUBUC, Capitulo 2.
(i) F(C) =1 Capitulo 3.
i) F(1,) = {(2,0)},

(iv) F(A)UF(B)=I*conF(A) £ Ay F(B) € B,

N

Capitulo 4.

de donde se se sigue gHeno posee ningln punto fign J2.
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3.4 Recurrencia y recurrencia uniforme

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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3.4 Recurrencia y recurrencia uniforme

EnC(!, ) se satisface: Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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3.4 Recurrencia y recurrencia uniforme

EnC'(I, ) se satisface: Capitulo 1.

Capitulo 2.

Teorema 3.5.1.(Misiurewicz)Seaf : I — I. Las siguientes condi-  capituio .
ciones son equivalentes: Capitulo 4.

(1) fesdetipo< 2%,
(#) h(f) =0,
(1i1) Rec(f)=UR(f).
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3.4 Recurrencia y recurrencia uniforme

EnC(!, ) se satisface: Capitulo 1.

Capitulo 2.

Teorema 3.5.1.(Misiurewicz)Seaf : I — I. Las siguientes condi-  capituio .
ciones son equivalentes: Capitulo 4.

(1) fesdetipo< 2%,
(#) h(f) =0,
(1i1) Rec(f)=UR(f).

El Teorema 3.5.1 relaciona:

PROPIEDADES DINAMICAS< PROPIEDADES TOPOLOGICAS
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El Teorema de Misiurewicz €sALSO enT'r (12, I?).

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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El Teorema de Misiurewicz €sALSO enT'r (12, I?).

En el aio 1995 Balibrea, Linero y Esquembre en [Int. J. Bif. and
Chaosp] probaron el sigiente resultado:

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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El Teorema de Misiurewicz €sALSO enT'r (12, I?).

En el aio 1995 Balibrea, Linero y Esquembre en [Int. J. Bif. and
Chaosp] probaron el sigiente resultado:

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.
Teorema 3.5.2. Para cadak € N existeF' : 1> — I? aplicacion

triangular satisfaciendo las siguientes propiedades:

Capitulo 4.

(1) F esde tip@,
(i7) h(F) > 0,
(i7i) UR(F) & Rec(F).

(iv) F es de clas€*.
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El Teorema de Misiurewicz €sALSO enT'r (12, I?).

En el aio 1995 Balibrea, Linero y Esquembre en [Int. J. Bif. and
Chaosp] probaron el sigiente resultado:

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Capitulo 3.
Teorema 3.5.2. Para cadak € N existeF' : 1> — I? aplicacion

triangular satisfaciendo las siguientes propiedades:

Capitulo 4.

(1) F esde tip@,
(i7) h(F) > 0,
(i7i) UR(F) & Rec(F).

(iv) F es de clas€*.

¢ QUECONDICIONEShemos de exigir a la clasgr (72, I?) para que
se satisfaga el teorema de Misiurewicz?
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Teorema 3.5.12.1.(Misiurewicz ed'r(I?%, I%)) SeaF : I? — I* una
aplicacion triangular con funcion basg, tal que Per(f) cerrada En-
tonces son equivalentes:

Capitulo 1.

(1) F esde clasec 2>, Capitulo 2.

Capitulo 3.

(i) h(F) =0,

Capitulo 4.

(1i1) Rec(F) =UR(F).
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Teorema 3.5.12.1.(Misiurewicz ed'r(I?%, I%)) SeaF : I? — I* una
aplicacion triangular con funcion basg, tal que Per(f) cerrada En-
tonces son equivalentes:

Capitulo 1.

(1) F esde clasec 2>, Capitulo 2.

Capitulo 3.

(i) h(F) =0,

Capitulo 4.

(1i1) Rec(F) =UR(F).

3.5 Puntos homoclinicos.
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Teorema 3.5.12.1.(Misiurewicz ed'r(I?%, I%)) SeaF : I? — I* una
aplicacion triangular con funcion basg, tal que Per(f) cerrada En-
tonces son equivalentes:

Capitulo 1.

(1) F esde clasec 2>, Capitulo 2.

Capitulo 3.

(i) h(F) =0,

Capitulo 4.

(1i1) Rec(F) =UR(F).

3.5 Puntos homoclinicos.

Definicion 3.6.1. Sea¢ : X — X una aplicacion continua. Se dice
guexr € X es unpunto homoclinicqara ¢, si la aplicacion posee un
punto periddicq verificando las siguientes condiciones:
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(i) = # p,

(77) para cada entornd/ de p existek, entero positivo, tal quey €
f7*(U) donder es el periodo del puntp, Capitulo 1,

Capitulo 2.

(iii) f"!(x) = p para algln entero positiv
Capitulo 3.

Llamaremostrayectoria homoclinicaa la orbita de cualquier punto
homoclinico.
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(i) = # p,

(77) para cada entornd/ de p existek, entero positivo, tal quey €
f7*(U) donder es el periodo del puntp, Capitulo 1,

Capitulo 2.

(iii) f"!(x) = p para algln entero positiv
Capitulo 3.

Llamaremostrayectoria homoclinicaa la orbita de cualquier punto
homoclinico.

Corolario 3.6.9.1. Seaf : I — I continua. Entonces son equiva-
lentes:
(7) f posee entropia topologica positiva,

(#2) f posee un punto homoclinico.
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(i) = # p,

(77) para cada entornd/ de p existek, entero positivo, tal quey €

f7*(U) donder es el periodo del puntp, Capitulo 1,
Capitulo 2.

(iii) f"!(x) = p para algln entero positiv
Capitulo 3.

Llamaremostrayectoria homoclinicaa la orbita de cualquier punto
homoclinico.

Corolario 3.6.9.1. Seaf : I — I continua. Entonces son equiva-
lentes:

(7) f posee entropia topologica positiva,

(#2) f posee un punto homoclinico.

El Corolario 3.6.9.1 eSALSO enTr(1?,1?). (Como contraejemplo
véase la aplicacion constriuda en el Teorema 3.5.2.)
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Para todas las clases de puntos descritos en la E.P.E. era ciésto el
rema de la Proyeccion de Kolyaden cambio para puntos homoclinicos
tenemos el siguiente resultado:

Capitulo 1.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Para todas las clases de puntos descritos en la E.P.E. era ciésto el
rema de la Proyeccion de Kolygden cambio para puntos homoclinicos
tenemos el siguiente resultado:

Capitulo 1.

Capitulo 2.
Teorema 3.6.11ExisteF : 12> — I? una aplicacion triangular tal que

['(f) no esta incluidcen Pr(I'(F')), dondel'(—) denota el conjunto de
los puntos homoclinicos.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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4. Conjuntos minimales enT'r(I?, I%)y Atr(I?, I?)

Capitulo 1.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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4. Conjuntos minimales enT'r(I?, I%)y Atr(I?, I?)

Y . P Capitulo 1.
Definicion 4.2.1. SeaX un espacio topologico ¢ : X — X una
. o 2 . . . oo Capitulo 2.
aplicacion continua. Diremos que un subconjudto C X esminimal P
. . . . g Capitulo 3.
para ® si satisface las siguientes propiedades:
Capitulo 4.

(i) M # 0,
(1) M es cerrado,
(7i1) M es®-invariante, es decip(M) C M,

(7v) M no contiene ningun subconjunto propio satisfaciedo (i) y

(iid).
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4. Conjuntos minimales enT'r(I?, I%)y Atr(I?, I?)

Definicion 4.2.1. SeaX un espacio topolégico p : X — X una cepidio®

aplicacion continua. Diremos que un subconjudtb C X esminimal o

. . . . . Capitulo 3.

para ® si satisface las siguientes propiedades:
Capitulo 4.
(i) M #10,

| varmc |
(1) M es cerrado, ===
(7i1) M es®-invariante, es decip(M) C M, L« | » ]
(7v) M no contiene ningun subconjunto propio satisfaciedo (i) y ] ]
" sumsias

Determinar los conjuntos minimales es importante pues en ellos se da
CIERTA REGULARIDAD
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4.1 Minimalidad en C(1, I).

Capitulo 1.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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4.1 Minimalidad en C(1, I).

Un conjuntoJ seraminimal enC'(Z, 1) siJ C I 'y existef € C(I,1) Capitulo 1.
tal queJ es minimal paraf. Para caracterizar completamente [0S con- Capitilo 2.
juntos minimales del intervalo estudiamos el problema desde dos puntoSspituo 3.
vista. Capitulo 4.



http://www.um.es

4.1 Minimalidad en C(1, I).

Un conjuntoJ seraminimal enC'(Z, 1) siJ C I 'y existef € C(I,1) Capitulo 1.
tal queJ es minimal paraf. Para caracterizar completamente [0S con- Capitilo 2.
juntos minimales del intervalo estudiamos el problema desde dos puntoSspituo 3.
vista. Capitulo 4.

1. El problema directo.
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4.1 Minimalidad en C(1, I).

Un conjuntoJ seraminimal enC'(Z, 1) siJ C I 'y existef € C(I,1) Capitulo 1.
tal queJ es minimal paraf. Para caracterizar completamente [0S con- Capitilo 2.
juntos minimales del intervalo estudiamos el problema desde dos puntoSwitios.
vista. Capitulo 4.

1. El problema directo.

¢, Qué tipo de subconjuntos depueden ser minimales para la clase
C(I,1)?
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4.1 Minimalidad en C(1, I).

Un conjuntoJ seraminimal enC'(Z, 1) siJ C I 'y existef € C(I,1) Capitulo 1.
tal queJ es minimal paraf. Para caracterizar completamente [0S con- Capitilo 2.
juntos minimales del intervalo estudiamos el problema desde dos puntoSwitios.
vista. Capitulo 4.

1. El problema directo.

¢, Qué tipo de subconjuntos depueden ser minimales para la clase
C(I,1)?

Lasorbitas periodicason conjuntos minimales.
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4.1 Minimalidad en C(1, I).

Un conjuntoJ seraminimal enC'(Z, 1) siJ C I 'y existef € C(I,1) Capitulo 1.
tal queJ es minimal paraf. Para caracterizar completamente los con- Capitulo 2.
juntos minimales del intervalo estudiamos el problema desde dos puntoSwitios.
vista. Capitulo 4.

1. El problema directo.

¢, Qué tipo de subconjuntos depueden ser minimales para la clase
C(I,1)?

Lasorbitas periodicason conjuntos minimales.
Definicion 2.6.3. SeaC C J, dondeJ es un intervalo compacto de

R. Diremos que&’' es un conjunto dépo Cantoren.J si se satisfacen las
siguientes condiciones:
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(z) C es un subconjunto cerrado de
(74) C no contiene puntos aislados,

(#47) C' no contiene ningun intervalo.

Capitulo 1.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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(z) C es un subconjunto cerrado de

(74) C no contiene puntos aislados,

Capitulo 1.

(#47) C' no contiene ningun intervalo.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Teorema 4.3.2.Cualquier conjunto tipo Cantof,’ C I, es minimal en  Capitulo 4.
C(1,1).
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(z) C es un subconjunto cerrado de

(74) C no contiene puntos aislados,

) ) .. Capitulo 1.
(#47) C' no contiene ningun intervalo.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Teorema 4.3.2.Cualquier conjunto tipo Cantof,’ C I, es minimal en  Capitulo 4.
C(1,1).

2. El problema inverso.
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(z) C es un subconjunto cerrado de

(74) C no contiene puntos aislados,

) ) .. Capitulo 1.
(#47) C' no contiene ningun intervalo.
Capitulo 2.

Capitulo 3.

Teorema 4.3.2.Cualquier conjunto tipo Cantof,’ C I, es minimal en  Capitulo 4.
C(1,1).

2. El problema inverso.

DadoM conjunto minimal erC' (1, I), el problema consiste ententar
describirM .
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(z) C es un subconjunto cerrado de

(74) C no contiene puntos aislados,

. . o Capitulo 1.

(737) C' no contiene ningun intervalo.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Teorema 4.3.2.Cualquier conjunto tipo Cantot,’ C I, es minimalen  capituio 4.
C(1,1).

| varmc |
2. El problema inverso. Lo piaa |
>

DadoM conjunto minimal erC' (1, I), el problema consiste ententar e

describirM.
_Péagnacide e |

Si M esfinito, entoncesV/ es unadrbita periddicasin mas considerar  [NaE
la funcién que transforma cada punto del conjunto finito en el siguiente,
el ultimo en el primero y para el resto de los puntos se define por con-

tinuidad. _
s |
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Teorema 4.3.4.SealM C I un conjuntaminimal infinitoparaC'(7, I).
Entonces)M es un conjunto tipo Cantor.

Capitulo 1.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Teorema 4.3.4.SealM C I un conjuntaminimal infinitoparaC'(7, I).
Entonces)M es un conjunto tipo Cantor.

Capitulo 1.
o ) Capitulo 2.
4.2 Minimalidad en T'r (12, I?).

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Teorema 4.3.4.SealM C I un conjuntaminimal infinitoparaC'(7, I).
Entonces)M es un conjunto tipo Cantor.

Capitulo 1.
o ) Capitulo 2.
4.2 Minimalidad en T'r (12, I?).

Capitulo 3.

Capitulo 4.

En 1995 Forti, Paganoni y Smital en [Bull. Austrd&l] probaron el
siguiente resultado:
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Teorema 4.3.4.SealM C I un conjuntaminimal infinitoparaC'(7, I).
Entonces)/ es un conjunto tipo Cantor.

Capitulo 1.
o ) Capitulo 2.
4.2 Minimalidad en T'r (12, I?).

Capitulo 3.

Capitulo 4.

En 1995 Forti, Paganoni y Smital en [Bull. Austrd&l] probaron el
siguiente resultado:

Teorema 4.4.1.ExistenF, I, : I? — I? triangulares verificando las
siguientes propiedades:
(1) Fyy F; tienen entropia topoldgica cero.
(i7) Fy posee urconjunto minimalM tal queM D {a} x [, a € I.

(131) F; verificaRec(Fy) # UR(F3).
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4.3 Minimalidad en Atr(1?%, I?).

Capitulo 1.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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4.3 Minimalidad en Atr(1?%, I?).

Definicion 4.5.1.SeaX un espacio métrico compacto. Una aplicacion = Capituo 1.
continual' : X? — X? diremos que es unaplicacion antitriangularen Capitulo 2.
X, sies de laforma Capitulo 3.

F(l’,y) = (g(y), f(a:)), Capitulo 4.

dondef y g son endomorfismos continuos &e
Al conjunto de todas las aplicaciones antitriangularesXido deno-
taremos pordtr(X?, X?).
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4.3 Minimalidad en Atr(1?%, I?).

Definicion 4.5.1.SeaX un espacio métrico compacto. Una aplicacion ' Capitulo 1.
continual' : X? — X? diremos que es unaplicacion antitriangularen Capitulo 2.
X, sies de laforma Capitulo 3.

F(Ivy) = (g(y), f(a:)), Capitulo 4.

dondef y g son endomorfismos continuos &e
Al conjunto de todas las aplicaciones antitriangularesXido deno-
taremos pordtr(X?, X?).

Observacion 3.Seal'(z,y) = (g(y), f(x)) una aplicacion antitriangular.
Claramente, para cada enterd> 0y (z,y) € I* se verifica

F>™(z,y) = ((g0 f)"(2), (f o 9)"(v)), (1)
F* Y z,y) = (go (fog9)"(y), folgo f)"(z)). (2)
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4.3 Minimalidad en Atr(1?%, I?).

Definicidon 4.5.1.SeaX un espacio métrico compacto. Una aplicacién Capitulo 1.

continual' : X? — X? diremos que es unaplicacion antitriangularen Capitulo 2.
X, sies de laforma Capitulo 3.
Capitulo 4.

F(z,y) = (9(y), f(z)),

dondef y g son endomorfismos continuos de
Al conjunto de todas las aplicaciones antitriangularesXido deno-
taremos pordtr(X?, X?).

Observacion 3.Seal'(z,y) = (g(y), f(x)) una aplicacion antitriangular.
Claramente, para cada enterd> 0y (z,y) € I* se verifica

F?(2,y) = (g0 f)"(x), (f 0 9)" (1)), (1)

Fo i (z,y) = (g o (f o 9)"(y), fo(go f)"(x)). (2)

La dinamica d€" estafuertemente conectacan la de las funcionego g
ygof.
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Corolario 4.5.6.1. SeaF : I*> — I? una aplicacién antitriangular y
M C I? un conjunto minimal pard’. Entonces, dV/ esfinito, o es un
conjunto deipo Cantor.

Capitulo 1.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Corolario 4.5.6.1. SeaF : I> — I? una aplicacién antitriangular y
M C I? un conjunto minimal pard’. Entonces, dV/ esfinito, o es un
conjunto deipo Cantor.

Capitulo 1.
) o Capitulo 2.
Conjuntos admisibles.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
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Corolario 4.5.6.1. SeaF : I> — I? una aplicacién antitriangular y
M C I? un conjunto minimal pard’. Entonces, dV/ esfinito, o es un
conjunto deipo Cantor.

Capitulo 1.
) . Capitulo 2.
Conjuntos admisibles.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
Un conjuntoM C I? se diceadmisible si existeF € Atr(1%, I?) tal i

gueM es un conjunto minimal par&.
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Corolario 4.5.6.1. SeaF : I> — I? una aplicacién antitriangular y
M C I? un conjunto minimal pard’. Entonces, dV/ esfinito, o es un
conjunto deipo Cantor.

Capitulo 1.
) . Capitulo 2.
Conjuntos admisibles.

Capitulo 3.

Capitulo 4.
Un conjuntoM C I? se diceadmisible si existeF € Atr(1%, I?) tal i

gueM es un conjunto minimal par&.

El caso finito
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Corolario 4.5.6.1. SeaF : I> — I? una aplicacién antitriangular y
M C I? un conjunto minimal pard’. Entonces, dV/ esfinito, o es un
conjunto deipo Cantor.

Conjuntos admisibles.

Un conjuntoM C I? se diceadmisible si existeF € Atr(1%, I?) tal
queM es un conjunto minimal para.

El caso finito

1. DadoM un conjunto admisible finita;aracterizamos la distribucion
de los puntos dé/. Esta distribucion depende dedardinalidacde
M vy de ladistribucionde los puntos dé/ en lasfibras horizontay
vertical (Para un puntdz,y) € I2, las fibras horizontal y vertical
asociadas al mismo son respectivamente:

~

I, =1 x{y},

I, =1 x{y}.

Capitulo 1.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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2. Se muestra que cualquier distribucion de puntos obtenida en 1 es
posiblg es decir, se construy€ € Atr(I?, I?) poseyendo un con-
junto minimal con la cita distrubucion de puntos.

Capitulo 1.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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2. Se muestra que cualquier distribucion de puntos obtenida en 1 es
posiblg es decir, se construy€ € Atr(I?, I?) poseyendo un con-
junto minimal con la cita distrubucion de puntos.

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Corolario 4.5.16.1. SeanP, () C I conjuntos finitos. Entonces el  capitlos.
produto P x @ es un conjuntcadmisibleen Atr(12,1%), si y sélo si, Capitulo 4.
Card(P) = Card(Q) € {1,2}.
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2. Se muestra que cualquier distribucion de puntos obtenida en 1 es
posiblg es decir, se construy€ € Atr(I?, I?) poseyendo un con-
junto minimal con la cita distrubucion de puntos.

Capitulo 1.
Capitulo 2.

Corolario 4.5.16.1. SeanP, () C I conjuntos finitos. Entonces el  capitlos.
produto P x @ es un conjuntcadmisibleen Atr(12,1%), si y sélo si, Capitulo 4.
Card(P) = Card(Q) € {1,2}.

El caso infinito
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2. Se muestra que cualquier distribucion de puntos obtenida en 1 es

posiblg es decir, se construy€ € Atr(I?, I?) poseyendo un con-
junto minimal con la cita distrubucion de puntos.

Corolario 4.5.16.1. SeanP, () C I conjuntos finitos. Entonces el
produto P x @ es un conjuntcadmisibleen Atr(12,1%), si y sélo si,
Card(P) = Card(Q) € {1,2}.

El caso infinito

Para el caso infinito ciertogsultados parcialdsan sido obtenidos.

Capitulo 1.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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2. Se muestra que cualquier distribucion de puntos obtenida en 1 es

posiblg es decir, se construy€ € Atr(I?, I?) poseyendo un con-
junto minimal con la cita distrubucion de puntos.

Corolario 4.5.16.1. SeanP, () C I conjuntos finitos. Entonces el
produto P x @ es un conjuntcadmisibleen Atr(12,1%), si y sélo si,
Card(P) = Card(Q) € {1,2}.

El caso infinito

Para el caso infinito ciertogsultados parcialdsan sido obtenidos.

Teorema 4.5.21.SeanM;, M, C I dos conjuntos tipo Cantor. En-
tonces el conjuntd/; x M no es admisible edtr (12, I?).

Capitulo 1.
Capitulo 2.
Capitulo 3.

Capitulo 4.
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