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Introduction

During the last quarter of the 19th century, while Peano aodr closed the clas-
sical approach of finding solutions for Ordinary DifferettEquations (O.D.E.), Lia-
punov and particularly Poincaré opened a new dée qualitative study of the solu-
tions” . It is an approach to the problem completely new. The extgteri solutions
is assumed and, on the contrary, the topological propestidse space where we work
and the analytical ones of the map which defines the equateonsed for stating the
asymptotic behavior of the solutions for large values oftim

While the qualitative theory of differential equations waswing, mathematicians
gradually understood that the essential points of thisrinkece in a more general frame-
work, the Dynamical Systems (D.S.).

Even though a lot of years were necessary for obtain an abdtmanulation for
this concept (at this point we quote the work of Birkhoff [Bi]2n the twenties and
Nemytskii and Stepanov [NS 49] between the forties and $iffié is possible to say
that its origins are as old as Science. Roughly speaking,revalae to define a D.S.
as an evolutionary process on time which is determinist&, their future states are
predicted using its current position and the rules whichegovts evolution.

Scientific like Kepler (with his search for internal rulesialin governed the obser-
vations), Galileo (who teached us not to consider the titreentovement and the speed
as mysterious qualities or essences, but as variables wafeaineasured and mathemat-
ically counted), Descartes (with his perception of the ¢lmss of the space and his idea
of the world as mechanism), Newton (who striped science daptg/sical arguments
and established the mainstays of the modern scientific titpug the own Malthus
(with a pessimistic and wrong, but mathematically basethtd view concerning the
evolution of the human population which advised us that mby the exact pieces of
information are important, but too the tendencies) areganeering members of the
research team in the D.S. area.

From the point of view of the structure of the set of times, wasider two different
kind of D.S, i.e, the continuous ones (the set of times is digoaous semigroup aR,
it is the case of systems of O.D.E.) and the discrete oneséhef times is a discrete



v INTRODUCTION

semigroup ofZ). Now, we center our attention on Discrete Dynamical Systé@nD.S.)

In the same way that for Continuous Dynamical Systems (C)DtBe father of
D.D.S. is H. Poincaré, who studied them as a consequenceaiiseg methods which
simplify the qualitative study of the more difficult C.D.Senerated by systems of non
linear O.D.E. . His idea of reducing the study of a C.D.S. taszr@t one was born
in 1899, and it had a great importance because it allows ttyzm#he topology of a
D.S. without solving complicated differential equation&hen Poincaré disappeared,
the topology flourished but D.S. degenerated.

Around the first quarter of the 20th century, C.D.S were stddtiom a physics point
of view by Duffing [Du 18], Birkhoff [Bi 27] and Van der Pool [VZ. But carried
out this aim, involved to solve, in a rudimentary way, the pticated related systems
of differential equations which in many cases were unsob&@ consequence of the
computational complexity. Nevertheless and surprisintbly easier D.D.S. (defined by
continuous selfmaps of compact intervals of the real linejenessentialy unexplored.

In the twenties and thirties the theory underwent conslaersteps forward, partic-
ularly in systems related with the circle and the plane, assalt of the works due to
Julia, Fatou, Birkhoff and Denjoy.

Between 1950-1960 and forced by the work of Moser [Mos 62]riddyg [My 63],
[My 65] and Smale [Sm 65], [Sm 67], the study of D.D.S re-emssrggain. And it
obtains its peak point in the seventies when appeared thkesvadrMetropolis, M.L.
Stein and P.R. Stein [MSS 73], Li and Yorke (who published.Bv5 their well known
paper ‘Period three implies chads [LY 75]) or R. May (who showed us in 1976 that
simple and deterministic models, which are used in Bioldggpnomics and Social
Sciences, are able to present complicated dynamical batala 76]).

On other hand, the rediscovery on the same dates by Stefdi |6t the Sharkovs-
kil’s theorem concerning periodic structure of continuolfsnsgs on the interval, con-
sidered as one of the most outstanding mathematical resultise second part of the
20th century, was the fact which earned the theory recagnés a mathematical disci-
pline. Therefore, the scientific pillars for the developitatthis study were established.
And D.D.S. moved into a main position on the theory of D.S.

Generally speaking, a D.D.S. is a triple composed by the ets(X, Z, ¢) where
X (phase space) is a nonempty topological spacegandZ x X — X (flow of the
system) is a continuous map holding the following propsertie

(@) ¢(0,z) = « for each element € X,

(b) o(s,p(t,x)) = d(s+t,x) = ¢(t, ¢(s,x)) for eachs,t € Z andz € X.
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Along all the work, we use D.D.Ssociatedor inducedby a continuous selfmap
Y X — X (¢ € C(X)). In this situation the systertX, Z, ¢) is given by¢(n, x) =
y"(x) for eachn € Z\{0}, wherey)* means the identity map defined Brandy)" (x) =
Y(y"~1(x)). We consider the negative iterate as an iteration of the ¢nap For each
pointz € X, the sequencé)™(x)),cz is called the trajectory of by the map). Note
that the fact of using negative iterate of the mgpmplies thaty is an invertible map.
Of course, this situation is not held when we consider artraiyi continuous selfmap.
So, in the most of cases we consider systems of the {&tnN, ¢), where byN we
denote the set of all non negative integers. Under theseitcamglthe trajectory of a
pointz by ¢ is a sequence of the for(@™(x)):2,. From now, we denote b§X, ) the
D.D.S. generated by a mape C(X).

It has been showed that the basic operation to understarzbttavior of this kind
of systems is the iteration of continuous maps. Thus, D.Br&.a part of‘lteration
Theory, a more general theory which appears in a lot of areas of nrattes:

(a) contractive transformations on Banach spaces,

(b) funtional equations,

(c) numerical schemes for partial differential equations,
(d) non-linear differences equations.

A lot of examples of D.D.S. could be presented. But, betwhemt we underline some
related withnon linear finite differences equatioasd we show some of them from
[SP 83]:

e Guckenheimer, Oster and Ipaktchi’s equation:
V(@ y) = (y, r(y + z)e @),

o Y(x,y) = (Axf(z,y), Byg(z,y)), wheref,g : R* — R are continuous maps
andA, B € R, in particular:

w(%y) — (Axeam+ﬁy, Byew—kéy)'

o Y(z,y) = (Az,zf(x) +yg(y)) wheref, g : R — R are continuous maps and
AeR.

This sort of systems are very interesting as a consequeriteiofapplications. They
are the mathematical formulation of physical, chemicad@&gical, economic and social
processes.
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In general, when a D.D.$X, ¢) is given, we try to study itdynamigi.e., we try to
find out the asymptotic behavior of the trajectories of alhp®of the phase space. This
behavior depends strongly on the topology of the spaead, as a consequence of this
relation, this type of study is known as the analysis of ttegological dynamit of the
system.

Problems of the forntX, «)) whereX was a compact metric space andvas an
homeomorphism were considered by a long time. The requimelwfecompactness
is a hypothesis on finiteness, similar to the property reguto the measures in the
framework of the theory which studys them. On other handitbgizability in general
is not a key point property for proofs. But, usually it shogehem and itis in coherence
with the situations held for applications. As problems vithweere considered at that
time, we have the study of minimality, the topological stuwe of the “wandering
sets, topological transitive and topological conjugation

From the seventies, when the use of the computer became emtiaktool for cal-
culating trajectories of points and appeared the intesbDfD.S. associated to finite
differences equations for modelling phenomena from pdmualynamics, economics
and numerical methods from partial and ordinary differ@rgquations, in general the
map which defines the system is not considered an homeorsarphNow, the sys-
tems studied have the for(X, ¢) where the phase space is usually a euclidean space,
or a compact manifold with or without border and the majs a continuous map not
necessarilly invertible. In this new situation, the maps more complicated but, on
the contrary, the phase spaéhas been simplified. In this stage, other problems were
considered and new tools were necessary to develop fogttgimnderstand phenom-
ena such the existence of chaos, the dynamical complexitytenpresence of strange
attractors, between others.

In contrast to other points of view for studing situationacerning dynamical sys-
tems like the ergodic approach based in the measure thedhg analytical one which
uses the smooth properties of the system, this Memoir deiditsproblems of topo-
logical dynamics. Therefore, in this setting we analyzeasgmptotic behavior of the
points of the system under the action of the map through tkiemof w-limit setof an
orbit (i.e., the set of limit points of the orbit). For thisason, our feeling is that it is not
fortuitous that the first important result on the dynamigadtem theory, the Poincaré-
Bendixson’s theorent(if there are no critial points for the-limit set of a bounded
orbit of an autonomous system of equations in the plane, tierrbit is periodit),
uses this concept. Therefore, and jointly with the notiortopiological entropy (see
Definition 1.1.1), we will center our research in this worloabthem.

D.D.S. related to selfmaps defined in one-dimensional spéatethe first moment
the interval and the circle) became to an area with impodandtself at middle of
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seventies with the papers, previously quoted, by Li and &gtk 75], May [Ma 76],
and the proof on the West of the famous Sharkavskheorem by Stefan [St 77]. It is
surprising that in that time there were results concermvardimensional D.D.S. and
even for general ones. It was classicaly motivated by theections with the theory
of differential equations (the systems were seen as a egacot the corresponding
Poincaré’s maps), but the emphasis was looked at either thrediecal theory or under
the global theory for homeomorphisms and/or diffeomonpisisand in these cases one-
dimensional dynamics is very easy. For this reason, it issagbrising that a lot of
problems on this theory have been recently solved and othest#l open. That is the
case forw-limit sets for continuous selfmap on the interval which &veharacterized in
1989 [ABCP 89/90], see also [BS 92].

At the same time, one-dimensional D.D.S. were evolving, faoih the pioneering
papers by Kloeden [KI 79] in 1979 and mainly by Kolyada [Ko @2]1992, the interest
of the mathematical community turned about two-dimendisystems (the typical case
is the compact unit square ). The first results concerningtlimit sets for such kind
of systems (some of them work for more dimensional spaces) algained by Agron-
sky and Ceder [ABCP 89/90], [AC1 91/92] and by Kolyada andanfKS 92/93], in
[JS 01] some of them were partialy completed. Neverthelestimension higher than
one there exist a lot of difficulties and that kind of problesns studied in this Memaoir.
For systems related to homeomorphisms (particularly aifferphisms) the problem
must be easier, even by the existence of the Thurston’s Work§8]. On the contrary,
the research lines have been focused on other ways and toglelydracterization of the
w-limit sets for such kind of special systems is still open.

Since the increase of the dimension of the phase space itgscheavy additional
difficulties, the strategy for studying this kind of systeim$o consider some classes of
special maps which, in some sense, simplify the processv&hix a phase spacg, we
consider a class of maps C C(X) and we will study dynamical systems of the form
(X, ) wherey € F. In this situation we state a list of problems, some conograt
limit sets and another about the property of having zeroltgpcal entropy. In general,
if ¢ € C(X) andF C C(X) we introduce:

W) = {wyla) : x € X}

and
Wr = {wy(z) : ¢ € F andzx € X}.

Under the previous conditions we establish and study theviolg problems:

(P1) given a map) € F, describe completely the family(v)) of all w-limit sets
generated by the map;
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(P1) given a subfamily of setd C Wy, define explicitely a map belongs taF such
thatWw(y) = A;

(P2) to analyze the existence of universal and w-univergshents (universal in a
weak sense) in the class of mapsfor the family of set9Vr (see respectively
Definitions 3.0.15 and 3.0.14);

(P3) to study the property of closure of the family of @allimit sets generated by a
mapy € F, W(), in the space of all compact and nonempty subsetX,of
K(X), endowed with the Hausdorff metric topolody.

For the analysis of a D.D.SX ), in many occasions it is useful to have a tool
which measures, in some sense, the dynamical complexityeadytstem. So, the topo-
logical entropy of the systems plays for us this role. Thusgmthe topological entropy
of the system is positive, and we denote thisify) > 0, complicated and strange
phenomena could appear. On the contrary, if the systemsenagapological entropy,
then the system has a simple dynamical behavior, in ceréigses non chaotic. In this
setting, the problem of finding topological characterizasi of the property of having
zero topological entropy is stated. Therefore we can stasaproblem:

(P4) given an element € F, find characterizations of the property:has zero topo-
logical entropy.

When the phase spa&eis the compact unit intervdland the family of maps is
composed of all continuous selfmaps defined aine problems previously established
have been well analyzed and there exist a lot informatioceong their solutions in the
literature. It is clear that obtaining a full solution foretiproblem (P1) is not possible,
because it will imply to describ®V( f) for all elementsf € C(I). However nowadays,
one-dimensional dynamics is enough developed and it has fimodoing non trivial
analysis about the composition &¥(f) for most of the continuous selfmaps on the
intervalll. Previously, we remarked that the element3f; were characterized (see
Theorem 1.3.3). Therefore, we know exactly the possiblésuiiies.4 belong toV
which allowed, in [BS 92], that Bruckner and Smital were ablsolve the poblemR1)
for Wer). Concerning the problem (P2), for systems of the fofny) there is only one
result by Pokluda and Smital [SP 00], where they proved tiattexists a w-universal
map onC(II) for the elements oWV, (y. So, they proved that there exists a nyag C(I)
such that for every set € W,y there exists another sdt homeomorphic copy afl,
belonging toWW(f). Given a mapf € C(I), in [BBHS 96] A. Blokh et al., studied the
closure properties in the Hausdorff metric topology, of the family of sets/V(f) in
the spaceC(I) of all nonempty compact subsets of the unit intefizallhey obtained
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that W (f),dy) is a compact set for each mgpe C(I). So, they solved the problem
(P3) forX =TandF = C(I).

On other hand, given a D.D.S. of the fo(fi) /) wheref € C(I), there exists a long
list of mutually equivalent properties and in turn equivdlt the fact: the mag has
zero topological entropy. The most part of these propewie® proved by Sharkovski
in the sixties [SKSF 97], but recently has been showed thabbthem was false [S 02].
In particular, the following properties are mutually ecalent for the elements @f(I):

(1) the topological entropy of is zero ¢(f) = 0);

(2) the topological entropy Ofjreq f) iS Z€r0 € (fireqs)) = 0);

(3) fireqy) is non chaotic;

(4) every recurrent point of is uniformly recurrent (Reg)=UR(());
(5) the periods of all periodic points are a power of tyfo{ 2°°).

In general, given a D.D.§X ), there exist some class of points, in some sepse
cial, which have properties of dynamical regularity and such fifzen their study it is
possible to obtain information about the dynamic of all thetem. Between these kind
of points are such called recurrent and denoted by{Re® pointx € X, is a recurrent
point of the system if it belongs to its owstlimit set. In the same way, we called uni-
formly recurrent points, denoted by WR), to the set all recurrent points of the system
which have a minimab-limit set, i.e., nonempty, closed, invariant By(y»(M) C M)
and without subsets holding the same properties. The mgstaredynamical behavior
of a point under the iteration of a map is called periodic. Anpa € X is periodic of
periodn € N if ¢"(z) = z andy’(z) # x for all 0 < j < n. By Pe()) we denote the
set of all periodic points.

Related to the terminologydynamical complexity usually appears the notion of
chaos This idea arrives to D.D.S. from the paper by Li and Yorke [I%] where, in a
non very precise way, the main lines of the present definitiochaos in the sense of
Li and Yorkeare established. We note that all the information from [LY i85eferred
to D.D.S. of the form(I, f) wheref € C(I). Subsequently, all these ideas have been
applied to general systems of the fofk, ¢). In this setting, a couple of different points
{z,y} C Xiis called a Li-Yorke pair if simultaneously holds the follimg to properties:

lim inf d(¢"(z), ¥"(y)) = 0 and  limsupd(¢¥"(z),¥"(y)) > 0.

n—oo n—o0

In this situation, given a subset C X, we say that)| 4 is chaotic(in the sense of Li
and Yorke) if A contains at least one Li-Yorke pair ¢t
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Thus, it is proved that the list of problems previously sidtas been, more or less,
good studied for discrete systems linked to continuousrsgd defined on compact
intervals of the real line.

The main aim of this work is to study that list of problems ie tivo-dimensional
setting. So, we consider the compact unit squaras a phase space. The difficul-
ties in dimension two for studing topological dynamic argdar than in dimension
one, thus the strategy used by us to avoid this is to considpeaial class of two-
dimensional transformations which, in some sense, signpiif task. So, we will work
with F = C(T?), the class of two-dimensional triangular maps defineifoA contin-
uous mapF € C(I?) is called triangular if it is of the forn&” : (z,y) — (f(x), g(z,v)).
The mapsf andg are respectively called the basis and the fiber maps of @wegmiar
map F'. Observe that, as a consequence of their special morphdiogygular maps
have some dynamical behaviors coincident with ones helahigyval transformations.
So, for instance, the Sharkovglsi theorem works for the elements of the cléss$I?)
[KI 79] but it is not true, in general, for systems related taps belonging t¢(1?). On
other hand, there exist big differences between the classaoigular maps, which is
composed by two-dimensional elements, and the class otaltenes. This is showed,
for example, at the topological structure of theiimit sets.

Under these conditions we will study the problems previpssated for systems
of the form (T2, F') where ' € Ca(I?), even though some of them will be studied for
general systems, e.g., (P2).

In the following, we will set out in details the contents otbachapter, the results
which have been obtained and the publication places for tifehey exist.

Chapter 1.The aim of this chapter is to introduce the notation, terrimgg and pre-
liminary results which are necessary in the rest of the Memidie chapter is divided
into six sections. The first one is devoted to the set of sppoiats and to introduce
some measures of chaos in D.D.S. . Along this Introductiendeen stated that there
exist classes of points possessing some properties whiplubé¢o understand the dy-
namics of all the system. In this section we introduce pedgithose classes necessary
to solve problems we have stated previously. It is introduaed analysed also the
notion of the topological entropy, its properties and isiapplicable in our setting.

In the same section are introduced the notions of Li-York®shand scrambled set.
Li-Yorke chaos was initially considered in the setting ohdynical systems associated
to continuous maps on the interval and the correspondirayraaded sets needed to be
uncountable. If the phase space has a countable number it ghis definition of
chaos is not possible to use or if we restrict to invariarg séthe phase space of finite
or countable number of points we have the same problem. Tid @be notion of Li-
Yorke chaos has been extended in the sense of asking in théidefonly the existence
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of at least a pair of Li-Yorke.

Recently it has had a great interest to consider the numhdsar\ajrke pairs gener-
ated by systems. At the end the section and as result of theefazonsiderations we
state the following question: what are the compact metracep which admit continu-
ous maps generating only two points scrambled sets?. Sategtestion is not in the
main line of the Memaoir, we give a partial answer in the Appgnd

The second section is devoted to the class of triangular méfgsscomment their
properties and state the analogies and differences withdh#nuous maps on the in-
terval.

Then we study theiw-limit sets, concentrating our attention in the clasgT?).
General results are presented and a historical introdu@igiven for the caseS(I),
C(I"), n > 1 andCa (T?).

In 1992, Kolyada in [Ko 92] constructed a triangular m@&mwith zero topological
entropy and having an infinite-limit set containing fixed points which is impossible to
find in the interval case. From now we will call it, Kolyadafahgular map or simple
Kolyda's map. As a base map it is taken an interval continmeag holding that the
orbit of each point is converging to zero, which means thantlapF’ crushed the fibers
to the left. Since in most of the examples considered in teeaEMemoir these base
maps will be used, it is neccessary to define precisely tmepgaties.

In the next section we recall the definition of-dimensional compact manifold,
graph and dendrite. We define some notions such that nurheoicgoonent and point
order, final points and retractions on spaces. All theseonstwill be used in Chapter
3 to consider the problem (P2) of universality of systems omgact manifolds and
graphs.

The last section is devoted to recall the Hausdorff metpokogy dy. Given a
compact metric spack, let (X) be the family of all closed and nonempty subsets
of X. The Hausdorff metrie/; allows to have a criterium which does not depend on
arbitrary parametrizations and state a convergence onlse@hapter 4, we will study
the properties of closure of the family(vy)) (v € C(X)) in the spaceC(X) endowed
with the Hausdorff metric topologyy .

Chapter 2.The aim of this chapter is the consideration of problems gpt)P1). It
is known that Kolyada’s map has a complicated definition aihibés some dynamical
behaviors not found in the one-dimensional case. In thegfattof the chapter we solve
the problem (P1) for that map describing the family the fgil( F') of all w-limit sets
produced by (see [BGM 01]). We proved also that, contrary to what was sapg, the
dynamical behavior of the map is extremely regular andfsadithe following property
of dynamical uniformity:

Theorem 2.1.7.The triangular mapF defined ori? and introduced at Definition 2.1.1
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holds the property:
wr(a,b) = I, for every(a,b) € I*\ Iy, wherel, = Pel(F) = Fix(F).
Therefore, we describe exactly the family of SEB$F):
W(F) = Iy U{(0, ¢)}cer.

Since we have been able to describe the dynamics of the méqe shme time we
have understood the mechanisms of its behavior and thereferhave modified the
map obtaining examples of triangular maps which solve fatestated prblems.

Balibrea, Reich and Smital, in 2003 and knowing the propeftiolyada’s map
stated the problem of how to construct a miapn C(I*) holding the property that the
w-limit sets of all its points would be one of the faces of theelf and this face would
be composed by fixed points of the map. In the second part afttapter, we solve the
problem P1) (see [BGM 03]) for such sets. Itis constructed a triaagoiap orl® (that
is a map of the formiz, y, z) — (f(x),g(z,y), h(x,y, z))) using a modification of the
Kolyada“s map.

Theorem 2.2.12.The triangular mapF on I3, introduced at Definition 2.2.1 holds the
following properties of dynamical uniformity:

(A) if (a,b,c) € 12, thenwr(a,b,c) = {(a,b,c)} andPefF) = Fix(F) = 12,
(B) if (a,b,c) € I’\1, thenwp(a, b, c) = I2.
Therefore, for such a map it is held:
WI(F) =I5 U{(0,b,0)}pcpere-

It has to be said that problems (P1) afd ) are difficult to solve in general settings
and depend strongly on the map we are considering in the ¢¢B&)oand on the phase
space and the map in the case®1). It is an open line of work to solve both types of
problems for another kind of maps and different familieseifs

Chapter 3.1t is devoted to study the problem (P2) concerning the excsef uni-
versal maps. In 1993, A.M. Bruckner stated the followingsjiem: given a general
compact metric spac€ andF C C(X), are there universal maps in the famifywith
respect to the sets 0W=?. A mapy € F is called universal fodV if generates as
w-limit sets all the elements dfVx, that is, if W(¢)) = Wz. By other hand, we say
thaty € F is a w-universal map (weak universal) farx, if up to homeomorphisms
generates as-limit sets all the elements o#~. Up to homeomorphism means that for
each setd € Wr, there exists a set, homeomorphic copy afl, in W(4)).
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The situation of this problem is that for the universal chsse are no results and for
the w-universal one there exists a result by Pokluda andgbf8f® 00] for all continuous
interval maps, proving that at least there is a w-universap ronC(I) for the sets of
We)-

In this chapter we analyze the problems of universality fenayal systems (see
[BGM 02], [CGSS 04]). We prove that for some part of compactrinepacesX (for
all except those in which the continuous endomorphismsrgémenly asv-limit sets
singletons, this spaces are calledlegenarate spaces) does not exist a universal map
for WC(X)-

Theorem 3.1.3.LetX be a nonv-degenerate compact metric space. Then, there are no

universal maps with respect to thelimit sets generated by the element€ 0X).
Considering this negative result, if it is reduced the fgroifisets, for example taking

in the class of triangular maps dhthe family ofw-limit sets contained in a fiber (a set

of the formI, = {z} x I), itis possible to construct a map € Ca (I?) universal with

respect to those sets.

Theorem 3.2.5. The triangular mapF on I? introduced at Definition 3.2.1 holds the
following conditions:

(A) Foreveryla,b] CT,a < b, there exists a pointp, q) € I?\ I, such that
wr(p,q) = {0} x [a,b].

(B) Given(p,q) € T2, there exists a compact intervdl C T, degenerate or not, such
that

wr(p,q) = {0} x J.

The former result shows that it is possible to obtain unaketements in now-
degenerate spaces if we reduce the familyodfmit sets with respect to which we
consider such universality. The example presented in Diein8.2.1 was constructed
using similar techniques to those of the Kolyada's map. Aisthis map (see pari3)
of the former theorem), the problem (P1) is solved.

The second part of the chapter is devoted to the existenceurfiversal maps. To
this aim we considem-dimensional compact manifolds and graphs. Recall that@an a
is any space homeomorphic to the unit interfzal

Corollary 3.3.7.1. LetM be am-dimensional compact manifoldy( > 1). Then We
admits a w-universal map if and onlyM is an arc (and thusn = 1).

To prove this result we use strongly the fact that there exisincountable number
of plane non homeomorphic dendrites.
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Theorem 3.3.10.Let X be a graph. ThenV,x) admits a w-universal map if and only
if the spaceX is an arc.

Thinking on these results, it is evident that the positivauteof Pokluda-Smital is
the unique we could obtain. As a future line of work we will tone considering the
same problem for the case of dendrites and zero-dimenspaags, as Cantor like sets.

Chapter 4.In this chapter we consider the problem (P3). In [BBHS 96]Bkakh
et al. proved that the family of alk-limit sets)V( f) generated by a continuous m#p
was a compact subset of the spakgl), dy ).

We prove that in general the same result is not tru&(ii), presenting some coun-
terexamples in the clags (I?) [BGM1 04]. By other hand, inside the class of triangular
maps generating only-limit sets contained in a fiber, we have tested that the ptppe
of d-closure works. Since the dynamics of these type of mapsstebe close to that
of the elements of (1), it is reasonable to think that in this class the propertywark.
But it is not the case since it is possible to construct a gudar map witho-limit sets
contained in the fibef, and such tha¥V(F’) is notdy-closed. This is contained in our
main result.

Theorem 4.2.8.The continuous map' introduced at Definition 4.2.1 holds the follow-
ing properties:

(A) There exists a sequence of poifits;, ¢;) }icon+ C 1%\ [, such that:

(A1) wr(pi, @) = {0} X [a;, b withb; —a; = 1 — 5.
(A2) lim wp(p;, ¢;) = {0} x [519, 1] in the Hausdorff metric topology df.

(B) wr(p,q) # {0} x [57. 1] for each(p, ) € I*.

ThereforeF’ does not satisfy thé;-closure property andV(F') C I,.

This problem can be continued in the future. By one hand, we bafind hypoth-
esis under which thég-closure property can work afy(1%). By other hand, it would
be interesting to analyse the validity of the property foo tvmensional permutations
maps, that is, maps of the fortm, y) — (g(y), f(x)).

Chapter 5.The problem (P4) of obtaining characterizations to the ertypof having
zero topological entropy is held in this chapter. More Belyi we try to prove the
equivalence of the properties (1)-(5) (the statement ahtban be seen in the chapter
and in the first part of this introduction) in the case of gahétiangular maps. It is
known that inC(I) those properties are equivalent, but in generaliil?) they are
not (it can be seen considering examples presented thratugtechapter) even under
strong additionally hypothesis, for example considermmngular maps non decreasing
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on fibers, that is, maps of the for(yi(x), g(x, y)) whereg,(-) is non decreasing for all
x € I (note thaty,(y) = g(x,y)).

With such additional conditions (1), (2) and (5) are equewabut can be constructed
counterexamples showing that (2) and (3) are not equivateither (2) and (4). The
implication (4) to (3) has been recently solve in a negatiag.w

LetCx (%) be the class of triangular maps which have basis maps witif petiodic
points closed. In this case well known results establishirftarval maps that Pef)
closed is equivalent to have Rg¢ = UR(f) = Per(f) and also to the fact that for
everyz € I, wy(x) is finite, that is, the orbit of is periodic. Neverthelesss if R¢
is closed therh(f) = 0 but the converse is not true, since there are m@apslding
h(f) = 0 but with Pef f) not closed.

With this facts in mind, we obtain the main result of the cleapt

Theorem 5.4.1. Let F' € Cx(I?) with basis mapf. Then, conditiong1) — (5) are
mutually equivalent properties fdr.

We have proved here the equivalence for mapR/?) of the five conditions
considered. A work for the future will consist on try to prawedisprove the equivalence
onCi (I?) of the long list of conditions which work for interval maps eWuess that for
the most of them the equivalence will be true.

In the spac&a (I?) an interesting problem remains open. Is it true that(Rgc=
UR(F) implies h(F) = 0?. If the answer is positive a definition of simplicity for
triangular maps is obtained in terms of sets‘@dcurrent points. Note that our results
allows to consider the problem in the case of triangular nvaifis basis maps having
non closed periodic point sets.

Appendix. The aim of the appendix is to introduce two examples of spaces
selfmaps defined on them holding the property that the madxoaalinality of their
scrambled sets is two, i.e., are presented maps which onbrgte scrambled sets with
two points (Li-Yorke pairs) [GL 04].

Theorem 5.4.2. There exist a continuous selfmap defined on a Cantor set spack
that every scrambled sets has exactly two points.

Theorem 5.4.4There exist a continuud{ C R? (nonempty compact and connected
space) with empty interior and an homeomorphision X, such that every scrambled
sets has exactly two points.
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Introduccioén

Durante el tltimo cuarto del siglo XIX, mientras Peano y Riazerraban el capitulo
del enfoque clasico de encontar soluciones de las Ecuacioiferenciales Ordinarias
(E.D.O.), Liapunov y especialmente Poincaré abrian unemueEl estudio cualitativo
de las solucioned. Se trata de una aproximacion al problema radicalmenteaneiev
la que se presupone la existencia de soluciones y en su legisgean explotar las
propiedades topoldgicas del espacio en que trabajamosgdditicas de la funcion que
define la ecuacion para determinar el comportamiento dsiatde las soluciones para
valores grandes del tiempo.

Mientras la teoria cualitativa de las ecuaciones difeedesiiba desarrollandose, los
matematicos comprendieron gradualmente que lo esencesitdéeoria encajaba en un
marco mucho mas general, el de los Sistemas Dindmicos (S.D.)

Aunque llevo algunos afios dar con una formulacién abstdectste concepto (ca-
be citar al respecto el trabajo de Birkhoff [Bi 27] en la déxde los 20 y Nemytskii y
Stepanov [NS 49] en los 40 y 50) bien podria decirse que etoritg la idea de Sis-
tema Dinamico es casi tan antiguo como el de la propia CieBaiamucha precision,
podriamos definir un S.D. como aquél que evoluciona conmlgiiey cuya caracteris-
tica principal es la de ser determinista, esto es, su estadifse puede predecir si se
conocen su estado actual y las leyes que gobiernan su ewoluci

Cientificos como Kepler (con su busqueda de leyes interragaojoernaran las ob-
servaciones), Galileo (que nos ensefo6 a considerar eldieghmovimiento y la veloci-
dad no como misteriosas cualidades o esencias, sino conas nafables susceptibles
de ser medidas externamente y computadas matematicaie@esenrtes (con su per-
cepcion de la infinitud del espacio y su concepcion del mumsheocun mecanismo),
Newton (que despojo a la Ciencia de los argumentos me@gigisento las bases del
moderno pensamiento cientifico) o el propio Malthus (cuysirpista y erronea, pero
matematicamente fundada, vision de la evolucion de la palichumana nos advir-
tio de que no solo los datos exactos cuentan sino tambiéaridsrcias) merecen con
justicia figurar entre los pioneros de los S.D.

Atendiendo al conjunto de tiempos considerados podemasglisr dos tipos de

XVII
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S.D., a saber, los continuos (en los que el mencionado ciangsun semigrupo dg,
como es el caso de los sistemas de E.D.O.) y los discretoggequk el mencionado
conjunto es un semigrupo d&. Centremos ahora nuestra atencion en los Sistemas
Dinamicos Discretos (S.D.D.).

Al igual que para los Sistemas Dinamicos Continuos (S.DeCpadre de los S.D.D.
es H. Poincaré, quien se vio abocado a ellos en la busquedatddas que simplifica-
sen el estudio cualitativo de los, en principio mas dif&i®.D.C. generados por siste-
mas de E.D.O. no lineales. Su idea de reducir el estudio deluCSal de un discreto
nace en 1899, idea ésta de gran interés ya que permitiaasalgio muy complica-
do a través de las propiedades topoldgicas de las orbitas 8DuC. . Desaparecido
Poincaré, florecio la topologia pero no siguieron un camaralglo los S.D. .

Hacia el primer cuarto del siglo XX, los S.D.C. se comenzar@studiar desde el
punto de vista fisico por Duffing [Du 18], Birkhoff [Bi 27] y Vader Pool [V 27]. Pero
para estudiarlos habia que resolver con lapiz y papel lo gsiencinca era posible: los
correspondientes sistemas de ecuaciones diferencialess@mente, los S.D.D. mas
sencillos (los definidos a través de endomorfismos contieadstervalos compactos
de la recta real) permanecieron esencialmente inexplsrado

En los afios veinte y treinta la teoria experimentd avancarstiales, especialmen-
te en sistemas asociados a la circunferencia y al planoagrados trabajos de Julia,
Fatou, Birkhoff y Denjoy.

Esya en la década de los cincuenta y gracias a los trabajossker [Mos 62], Myr-
berg [My 63], [My 65] y Smale [Sm 65], [Sm 67], cuando resurgeraievo el estudio
de los S.D.D., que alcanzan su punto algido en la década d® losn la aparicion de
los trabajos de Metropolis, M.L. Stein y P.R. Stein [MSS #8,Li y Yorke (que en
1.975 publicaron su bien conocido articuleetiod three implies chads [LY 75]) o
de R. May (quien en 1.976, estudiando las ecuaciones erndes finitas de primer
orden que aparecen en ciertos modelos utilizados en laBlBgicas, Econdmicas y
Sociales demostr6 que, aunque simples y deterministagepuexhibir un complicado
comportamiento [Ma 76]).

Ademas el redescubrimiento por estas mismas fechas, pergeStefan [St 77],
del teorema de Sharkovskconsiderado por muchos uno de los resultados mas rele-
vantes de la segunda mitad del siglo XX, sobre la estructniadglica de las funciones
continuas del intervalo, supuso el espaldarazo definitlaad@oria.

Asi pues, las condiciones cientificas para el florecimieatesie estudio estaban ya
establecidas. Los S.D.D. pasaban asi a ejercer un papeimidey terminaron consoli-
dandose como una disciplina con interés en si misma.
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De forma general, un S.D.D. es una tefiXaZ, ¢) dondeX (espacio de fases) es
un espacio topologico no vaciogy: Z x X — X (flujo del sistema) es una aplicacién
continua verificando las propiedades:

(@) ¢(0,z) = x para todo elemente € X,
(b) (s, 8(t, ) = é(s +1,2) = 6(t, §(s,x)) paratodos,t € Zy x € X.

A lo largo del trabajo, los S.D.D. que usaremos seran losdthsasociadoso indu-
cidospor una aplicacién continua : X — X (¢ € C(X)), en cuyo caso el flujo del
sistema(X, Z, ¢) vendra dado pop(n,x) = " (x) para cada € Z\{0} donde me-
diantey'® denotamos a la aplicacion identidad definida sébyey™ (z) = (" !(x)),
entendiendo que las iteradas negativas se corresponderacianes de la aplicacion
¢~1. Para cada punte € X, la sucesior{y"(x)).cz se llama la trayectoria depor la
aplicaciony. Notemos que el hecho de considerar iteradas negativasfdecian v,
trae implicito la invertibilidad de la misma. Sin embargstoeno siempre ocurre cuan-
do consideramos una aplicacién continuiarbitraria. En tal caso, el sistema vendra
dado en la formdX, N, ¢), donde mediant®& denotamos al conjunto de los enteros
no negativos. En esta situacion la trayectoria de un pur#éoconformara la sucesion
(Y™(x))22,. Al S.D.D. asociado a un endomorfisngo € C(X) lo denotaremos con

Hemos visto que la operacion fundamental para entenderolaadn de dichos
sistemas resulta ser la iteracion de funciones continuagsia forma, los S.D.D. son
una parte de |&Teoria de la Iteracioh, teoria mas general que se presenta en campos
diversos de las Matematicas, como por ejemplo:

(a) transformaciones contractivas en espacios de Banach,

(b) ecuaciones funcionales,

(c) esquemas numéricos para ecuaciones diferencialesieadde parciales,
(d) ecuaciones en diferencias finitas no lineales.

Multiples ejemplos pueden darse de S.D.D. . De entre éllssadamos los que provie-
nen de lagcuaciones en diferencias finitas no lineatggesentamos algunos extraidos
de [SP 83]:

e Ecuacién de Guckenheimer, Oster e Ipaktchi:

b(z,y) = (y,r(y + x)e OV,
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o Y(x,y) = (Axf(x,y), Byg(z,y)), dondef, g : R* — R son funciones continuas
y A, B € R, en patrticular:

Y(z,y) = (Aze®™0, Bye o),

o Y(x,y) = (Az,zf(z) + yg(y)) dondef, g : R — R son funciones continuas y
AeR.

Este tipo de sistemas son una muestra muy interesante papbcaciones, ya que,
las ecuaciones de las que proceden se corresponden conomdidalos, quimicos,
ecoldgicos, econdmicos y sociales.

En general, dado un S.D.[X, ), tratamos de estudiar sindmica es decir, averi-
guar el comportamiento asintotico de las trayectorias destos puntos del espacio de
fases. Este comportamiento depende fuertemente de latppa@xistente en el espacio
X'y, como consecuencia de esta dependencia, a este tipo deesle conoce como
analisis de la‘dinAmica topoldgica del sistema.

Durante mucho tiempo se consideraron problef@as)) dondeX era un espacio
métrico compacto y» un homeomorfismo. La exigencia de compacidad es un requeri-
miento de finitud, semejante al que se le exige a las medidakraarco de la teoria
de S.D.D. con medidas invariantes con relacion a una tramafidn. Por otra parte,
la metrizabilidad es una propiedad que, en general, no ssm@@ara la mayor parte
de los resultados, pero a menudo acorta las pruebas y esthereccia con lo que
ocurre en la mayoria de las aplicaciones.Como problemasejaensideraron inicial-
mente tenemos los de minimalidad, estructura topoldgidasieonjuntos‘errantes,
transitividad y conjugacion topoldgica.

A partir de los afios setenta, cuando el uso de la computadararnsierte en una
herramienta fundamental a la hora de calcular trayectdegmintos y aparece el interés
por los S.D.D. que provienen de ecuaciones en diferencigasfique a su vez modelan
fendmenos de la dindmica de poblaciones, de la economiaosdardtodos numéricos
de las ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivaatagfes, la aplicaciégn deja
de ser un homeomorfismo. Se tienden a estudiar sistéihas) donde el espacio de
fasesX suele ser un subconjunto compacto de un espacio euclidea,\atedad com-
pacta con o sin borde, mientras gques un endomorfismo continuo no necesariamente
invertible. En esta situacion, la aplicaci¢rha aumentado su complejidad al no ser un
homeomorfismo, pero por contra el espakiese ha simplificado. En esta etapa, otros
problemas surgen y nuevas herramientas es preciso démgparh abordar fenomenos
tales como la existencia de caos, la complejidad dinamioca gtractores extrafios entre
otros.

Frente a otros posibles e igualmente validos enfoques dedanita, como el ergo6-
dico -basado en la teoria de la medida-, o el analitico -qupasga fuertemente en las
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propiedades de regularidad (diferenciabilidad) del siste, esta Memoria se enmarca
principalmente en el contexto general de la dinamica tapo#) y desde esta pers-
pectiva pocos conceptos cabe definir que aprehendan deamaasmatural la idea de
“comportamiento asintéticacomo el deconjuntow-limitede una 6rbita (el conjunto de
sus puntos de acumulacién). No es casualidad, pensamosl, guer gran resultado
de la teoria de Sistemas Dinamicos moderna en el contexts&D.C., el teorema de
Poincaré-Bendixson“si el w-limite de una orbita acotada de un sistema autonomo de
ecuaciones en el plano no tiene puntos criticos entonceseshita periodicd), verse
precisamente acerca de ellos. Por tanto nos ha parecidoaatieelegir este concepto,
junto con el de la entropia topoldgica (véase Definiciénl).que ya comentaremos,
como hilo conductor en el que engarzar nuestro trabajo.

Los S.D.D. inducidos por funciones continuas en espacimsmansionales (en pri-
mera instancia el intervalo y la circunferencia) se martdiesomo una disciplina con
entidad propia a mediados de los setenta, con la publicaedas articulos, anterior-
mente citados, de Liy Yorke [LY 75], de May [Ma 76], y el redebomiento en Occi-
dente del ya clasico teorema de Sharkowvgki 77]. Aunque pueda parecer paradojico,
ya existia por entonces un gran acervo de conocimientos @migito de los S.D.D.
bidimensionales e incluso generales, pero al haber estateatio historicamente su
estudio por sus conexiones con la teoria de ecuacionesmlifates (vistos como rea-
lizaciones de las correspondientes aplicaciones de Réneh énfasis se habia puesto
por lo general, o bien sobre la teoria local, o bien sobredeaeglobal para homeo-
morfismos y/o difeomorfismos, y en estos casos la dinamiadimansional es muy
sencilla. No debe extrafiar, por tanto, que muchas de lat@ues mas basicas de esta
aun joven teoria no hayan sido dilucidadas hasta relatiwentarde, y que otras estén
todavia pendientes. Asi, los conjuntedimite para funciones continuas en el intervalo
no fueron caracterizados hasta 1989 [ABCP 89/90], véasei¢anBS 92].

Ala vez que los S.D.D. unidimensionales iban desarrollaadg a partir de los ar-
ticulos pioneros de Kloeden [KI 79] en 1979 y sobre todo dey&aéh [Ko 92] en 1992,
la atencidn de los investigadores comenz6 a dirigirse hag&stemas bidimensionales
(el caso tipico es el cuadrado unidadre). Los primeros resultados sobre conjuntes
limite para tales funciones (a veces validos para mas diorea® se deben a Agronsky
y Ceder [ABCP 89/90], [AC1 91/92] y a Kolyada y Snoha [KS 93/@®3 [JS 01] fueron
parcialmente completados. Sin embargo, en dimension ntay@uno las dificultades
son muy notables y en esta linea se desarrolla el presebggar&ara homeomorfis-
mos (especialmente difeomorfismos) el problema deberfa&efacilmente abordable,
maxime teniendo en cuenta la ingente cantidad de trabajeeba realizado en este
ambito desde que Thurston senté las bases de su estudioweBgJ I5in embargo, las
circunstancias han dirigido las principales lineas destigacion por derroteros bien
distintos, y a dia de hoy el problema no parece haber sidalatior
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Dado el aumento de la complejidad dinamica que lleva apadmm subida de la
dimensién del espacio de fases, la estrategia usada padéeststos sistemas es consi-
derar ciertas clases de endormorfismos continuos que, @ie lgdo, simplifiquen este
estudio. Asi, fijado un espacio de fasésconsideramos C C(X) y estudiaremos la
dindmica de los sistemas de la for(@& /) dondey) € F. En esta situacion planteamos
ciertos problemas relacionados con los conjuntdisnite y con la propiedad de poseer
entropia topologica cero. En generalyse C(X) y F C C(X) consideraremos:

W) = {wy(e) : 7 € X}

Wye = {ww(x):z/}E}"nyX}.

En las anteriores condiciones planteamos y tratamos logesigs problemas:

(P1) dado un elemento € F, describir completamente la famili&(¢’) de todos los
conjuntosv-limite producidos por la aplicacian,

(P1) dada una subfamilia de conjuntdsc Wy, definir explicitamente un elemento
Y deF tal queW(y) = A;

(P2) analizar la existencia de elementos universales yivetgales (universales en
sentido débil) en la clase de aplicacionEspara la familia de conjuntosVr
(véanse respectivamente Definiciones 3.0.15y 3.0.14);

(P3) estudiar las propiedades de clausura en el espacidaelts subconjuntos com-
pactos y no vacios d&, C(X), dotado con la topologia métrica de Hausdatff,
de la familia de conjuntas-limite generados por un elementos F.

Cuando estudiamos un S.D.[X, ¢), en muchas ocasiones es util tener una herra-
mienta que nos sirva de criterio para decidir la complejaiadmica del mismo. En este
sentido, la entropia topoldgica del sistema proporcioraaruoadida de la complejidad
dindmica de éste. Asi, cuando la entropia del sistema esqpgF®e denotara mediante
h(y)) = 0, puede decirse que el sistema tendra un comportamientdleeen algun
sentido, no caotico. Por el contrario, si la entropia estpasifenomenos complejos y
poco predecibles pueden ocurrir. De tal modo, se plantea conproblema relevante,
el hecho de encontrar caracterizaciones Utiles de la gtagide poseer entropia topo-
|6gica cero. Por tanto, podemos establecer un nuevo praeblem

(P4) dado un elemento € F, encontrar caracterizaciones de la propiebag) = 0.
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Si el espacio de fasé§ es el intervalo compacto uniddd la familia F esta com-
puesta por todas las funciones continuas definiddissefre si mismo, los problemas
planteados en la enumeracion anterior han sido bien edhglen la literatura y mucha
informacion se conoce acerca de sus soluciones. Esta alarolgiener una solucion
completa para el problema (P1) no es posible, pues pasarideporibirVV(f) para
todo elementof € C(I). Sin embargo hoy dia, la dinamica unidimensional esta sufi-
cientemente bien desarrollada y equipada como para pcalerareestudios rigurosos
y no triviales sobre la composicion d&'(f) para la mayor parte de los endormorfis-
mos continuos dé. Anteriormente se comento que los elemento¥\gg, habian sido
caracterizados (véase Teorema 1.3.3), por tanto, sabemaxactitud cuales son las
posibles subfamiliast de W . En [BS 92], Bruckner y Smital resuelven el problema
(P1) paraV (. En relacion con el problema (P2), para sistemas de la f¢fnfa, tan
so6lo existe un reciente resultado de Pokluda y Smital [SPda®ide prueban que pa-
ra los elementos diV.(;) existe una funcion d-universal. Es decir, prueban queexist
una funcionf e C(I) verificando que para cada conjuroe Wer existe A, copia
homeomorfa &, enW(f). Dadaf € C(I), en [BBHS 96] se estudian las propiedades
de clausura en la métrica de Hausdodff,, de W(f) en el espacidC(I) de todos los
subconjuntos compactos y no vacios del intervalo. Conolugee para cada funcion
f e C(I), W(f),dy) es un conjunto compacto, resolviendo asi el problema (R3) pa
X=1yF=C().

Por otro lado, dado un S.D.D. de laforitiiaf) dondef € C(I), existe una larga lista
de propiedades equivalentes a que la fungiposea entropia topologica cero. La mayor
parte de estas propiedades fueron probadas por Sharkendkis sesenta [SKSF 97],
con alguna correccion reciente [S 02]. En particular, sefaat la equivalencia mutua
enC(I) entre las siguientes propiedades:

(1) la entropia topologica dées cerok(f) = 0);

(2) la entropia topolégica déreq 1) €S Cero & (fireqs)) = 0);

(3) fireqs) €S NO caodtica;

(4) cada punto recurrente dgeees uniformemente recurrente (REUR(Y));

(5) los periodos de todos los puntos periédicos son una potdadas < 2°).

En general, dado un S.D.[DX, ¢), existen unas clases de puntos, en algin sertedo
peciales que poseen ciertas propiedades de regularidad dinamioa ge&jsu estudio
puede deducirse informacion acerca del comportamientodied! sistema. Entre este
tipo de puntos se hayan los llamados recurrentes, que demuis mediante Réo).
Un puntox € X, es un punto recurrente del sistema si pertenece a su propjone
to w-limite. Del mismo modo a los puntos recurrentes que posenjurto w-limite
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minimal, es decir, no vacio, cerrado, invariante par(M) C M) y que no contega
subconjuntos satisfaciendo las mismas propiedades.dogiemos puntos uniforme-
mente recurrentes del sistema y los denotaremos mediar{t¢)UR comportamiento
dinamico mas regular para un punto bajo la iteracion de uheaapn es el llamado
periodico. Un punta: € X diremos que es periddico de periode N siy"(z) =z y
Y (x) # z paratodd) < j < n. Al conjunto de los puntos periédicos lo denotaremos
mediante P€r)).

Asociada a la terminologiacomplejidad dinamicaaparece de forma muy habitual
la nocion decaos Esta arriva a los S.D.D. de la mano del articulo seminal geMorke
[LY 75] en donde, de manera poco precisa, se sientan las Hadesque actualmente
conocemos comoaos en el sentido de Li-Yorkdemos de notar que lo introducido en
[LY 75], se refiere a S.D.D. de la formi& f) en dondef € C(I). Posteriormente, todo
ello se ha aplicado a sistemas generales de la foina). De este modo, un par de
puntos distintoz,y} C X, diremos que son un par de Li-Yorke si simultaneamente
satisfacen:

lminfd(y"(z),¢"(y)) =0 y  limsupd(¥"(z),¢"(y)) > 0.

n—oo n—oo

En esta situacion, dado un subconjuntoC X, diremos queyp|, escadtica(en el
sentido de Liy Yorke) sk contiene al menos un par de Liy Yorke de

Queda puesto de manifiesto que la lista de problemas ambenbe planteada esta,
MAs 0 menos, bien estudiada para los sistemas dinAmicaadsoa funciones conti-
nuas definidas en un intervalo compacto de la recta real.

El objetivo de este trabajo es estudiar tales problemas @mkito bidimensional.
Por tanto, como espacio de fases consideraremos el cuadnathwl?>. Comentamos
anteriormente que el aumento de la dimension del espaciboere @stan definidos los
sistemas complica sobremanera el estudio. Intentandoasupgte hecho, considera-
remos una clase de endomorfismos continuo¥egue nos ayude en esta tarea. Asi
pues, trabajaremos cofi = Ca(T?), la clase de las aplicaciones triangulares bidimen-
sionales definidas eff. Una aplicacién continu& € C(I?), diremos que pertenece
a la claseCa(1?) si es de la forma : (z,y) — (f(z),9(z,y)). A las funcionesf
y ¢ las llamaremos respectivamente funciones base y fibra daditaeon F. Notese
gue, como consecuencia de su especial morfologia, lagejolies triangulares poseen
ciertas propiedades dinamicas que se asemejan a las segseensistemas generados
por funciones continuas del intervalo. Asi, por ejempldeerema de Sharkovskes
valido para los elementos da (I?) [KI 79] y no, en general, para sistemas asociados
a aplicaciones ed(I?). Por otro lado existen grandes diferencias entre la clasasde
aplicaciones triangulares, integrada por elementos dablmbidimensional, y las fun-
ciones continuas del intervalo. Esto se pone de manifiest@jpmplo, en relacion a la
estructura de sus conjuntodimite.
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En las anteriores condiciones, estudiaremos los problpneagamente planteados
para sistemas de la forni&, ') dondeF € Ca(I?), si bien es cierto que algunos de
ellos los abordaremos en un ambito general, por ejempld, BP2lo que sigue, pasa-
mos a describir detalladamente el contenido de cada capésil como los resultados
obtenidos y los lugares de publicacion de los mismos, siubgehe.

Capitulo 1.En este primer capitulo se pretende introducir la nota¢eyminologia
y resultados preliminares que seran usados a lo largo dairdds de todo el trabajo.
El capitulo se divide en seis secciones. La primera de edf@sdestinada a los con-
juntos de puntos especiales y a las medidas del caos en Ud. S©omo se comento
anteriormente, existen ciertas clases de puntos que ppssgedades que nos ayudan
a comprender la dinamica de todo el sistema. En esta seepinresentan con precision
aguellas clases de puntos que nos seran de utilidad paisolacién de los problemas
gue pretendemos estudiar. Por otra parte, se introducdigaabconcepto de entropia
topologica. Sus propiedades y la aplicabilidad a la res@tude los problemas que nos
ocupan, se ponen de manifiesto.

En este mismo punto se presentan las nociones de caotici¥mke y conjunto
scrambled. La definicion habitual de caos en el sentido devbrlge, usada primegenia-
mente para sistemas asociados a funciones continuas el®iilat exigia la existencia
en el espacio de un conjunto scrambled infinito no numeralleecesidad de poder
aplicar esta nocién a espacios con cardinalidad contabbelgrprestringirse a subcon-
juntos invariantes, llevo a considerar como requisito d#iciaad la existencia de al
menos un par de Li-Yorke. Recientemente, se ha suscitadoamigterés por estu-
diar la cantidad de pares de Li-Yorke que genera un sisteaha d@omo fruto de las
reflexiones presentadas en esta primera seccion sobrei@amrtzccaos Li-Yorke, nos
planteamos de manera natural la siguiente pregunta: /uuede espacios métricos
compactos admiten aplicaciones continuas que sélo gewergantos scrambled bi-
puntuales?. Que duda cabe, que esta pregunta no estaladkeiis problemas que
priori nos marcamos para la realizacion de este trabajo, pero goeeidice presenta-
MOos una respuesta parcial a la misma.

La segunda seccion esta destinada a la clase de las aptieaditangulares. En
este punto se comentan sus propiedades y se remarcan lgarssmey diferencias
existentes con las funciones continuas del intervalo.

A continuacién estudiamos los conjuntosimite, centrando nuestra atencion en la
claseCa (T?). Se presentan resultados generales y se hace un recorridohpstoria de
los mismos paré&(I), C(I"), n > 1y Ca(I?).

En el afio 1992, Kolyada en [Ko 92] construye una aplicaci@mdyular” que po-
see entropia topoldgica cero y un conjuntdimite infinito conteniendo puntos fijos.
Este ejemplo, supuso una sorpresa ya que tal situacion rasdsepen el ambito unidi-
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mensional. A dicha aplicacién la llamaremos aplicaciGanigular de Kolyada. Una de

las caracteristicas de esta aplicacion es que su funci@nveaisica una propiedad de

aplastamiento hacia la izquierda. Como en los capituloslgess, para la construccion

de aplicaciones que resuelvan los problemas que nos plaogseasaremos este tipo de
funciones base definimos una clase de funciones unidimeis®en las que vive la

base de la aplicacion triangular de Kolyada que nos serélatadten el futuro.

La siguiente seccion la dedicamos a la presentacion de hluseptos de variedad
compactamn-dimensional, grafo y dendrita. Se definen la componenteéncey el
orden de un punto, los puntos finales y la nocion de retract@am espacio. Todos estos
conceptos se usaran en el Capitulo 3 para estudiar el pratjie®) de la universalidad
para sistemas definidos en variedades compactas y en grafos.

La dltima seccion de este primer capitulo se dedica a lapi@sién de la topologia
métrica de Hausdorff;. Dado un espacio métrico compaéfosi consideramok’(X)
la familia de todos los subconjuntos del espaXioerrados y no vaciody; define una
métrica que permite tener un criterio que no depende de jgéiiaaciones arbitrarias y
que nos permite hablar de convergencia de conjuntos. EpatiesC(X) dotado con
la topologia métrica; estudiaremos, en el Capitulo 4, las propiedades de cladsura
W() dondey € C(X).

Capitulo 2.El segundo capitulo, esta destinado al estudio de los pralsi€P1) y
(P1). Sabemos que la aplicacion triangular de KolyBdaxhibe una comportamiento
gue no puede ocurrir en el ambito unidimensional. Por tanponto con su aparatosa
definicion, a veces ha sido tildada de poseer una dinamicpleganEn la primera parte
del capitulo resolvemos el problema (P1) para dicha apfinadescribiendo la familia
W(F) de todos los conjuntas-limite producidos po¥' (véase [BGM 01]). Por contra,
comprobamos que el comportamiento dinamico de la aplinaggextremadamente
regular satisfaciendo la siguiente propiedad de unifoachidinamica:

Teorema 2.1.7La aplicacion triangularF definida erl? e introducida en la Definicién
2.1.1, satisface la siguiente propiedad:
wr(a,b) = I, paratodo(a, b) € I?\ Iy, dondel, = PelF) = Fix(F).
Por tanto, describimos exactamente la familig/"):
W(F) = Iy U{(0, ¢)}eer-

El hecho de poder describir la dinamica de la aplicacion digdtta, ademas del
interés que tiene en si mismo, significa comprender los neroas que rigen su com-
portamiento dinamico. Esto nos ha permitido modificar lanigifin de las funciones
consiguiendo ejemplos de aplicaciones triangulares cgueheen varios de los proble-
mas planteados.



INTRODUCCION XXVII

Balibrea, Reich y Smital, en 2003 a la luz de la propiedadfeatia por la apli-
cacion de Kolyada, plantearon el problema de la constrncd@un elementd” en
C(1%) tal que los conjuntos-limite de todos sus puntos fuesen iguales a una de las ca-
ras del cubo que estaria compuesta por puntos fijos. En ladagarte del capitulo,
resolvemos el problem#() planteado anteriormente (véase [BGM 03]). Se constru-
ye una aplicacion triangular €t (es decir, una aplicaciéon de la fornfa, v, z) —
(f(z),g9(x,y), h(z,y, z))) usando alteraciones adecuadas de la aplicacion triandgila
Kolyada.

Teorema 2.2.12L a aplicacién triangularF’ enI?, introducida en la Definicion 2.2.1,
satisface las siguientes propiedades de uniformidad dicgm

(A) si(a,b,c) € I2, entoncesvr(a,b,c) = {(a,b,c)} y Per(F) = Fix(F) = IZ,
(B) si(a,b,c) € T?\ 12, entoncesvr(a, b, c) = I2.
De tal manera para dicha aplicaciférse satisface:
W(F) =I5 U{(0,b,0)}peyerz-

Los problemas (P1) yA(1), en general son dificiles y dependen sobremanera daida a
cacion que estemos estudiando, en el caso de (P1), y deledpdases y de funciones,
en el caso deR1). En el futuro, hemos de intentar resolver ambos proldgrasa otro
tipo de aplicaciones y familias de conjuntos, respectivéme

Capitulo 3.El tercer capitulo esta destinado al estudio del probler@ar@ativo a
la existencia de aplicaciones universales. En 1993, A.McBrer propuso, fijadX un
espacio métrico compacta¥y C C(X), analizar la existencia de aplicaciones universa-
les en la familiaF respecto de los conjuntaslimite deWWx. Una aplicacién) € F se
dir4 que es universal pal&r si genera como conjuntaslimite a todos los elementos
de Wr, es decir, sW(v) = Weg. Por otra parte, y de manera algo menos restrictiva,
diremos que) € F es una aplicacion d-universal (universal en sentido dpbaiid\V -,
si salvo homeomorfismag genera como conjuntas-limite a todos los elementos de
We. Es decir, si para cada conjunto € Wy, existe A, copia homeomorfa de, en
W().

La situacion de este problema es la siguiente, para el casoigersalidad no exis-
tian resultados al respecto y para la situacion de d-umiligesl solo habia un resultado
obra de Pokluda y Smital [SP 00] relativo a sistemas en ahiglte Demostraron que
enC(I) existe una aplicacion d-universal para los conjumm@sg.

En este capitulo analizaremos estos problemas de unidadgdara sistemas ge-
nerales [BGM 02], [CGSS 04]. Probaremos que para la mayde B los espacios
meétricos compactoX (para todos excepto aquellos que sus endomorfismos costinuo
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s6lo generan como conjuntaslimite conjuntos unipuntuales, a los que llamaremos
espacios,-degenerados) no existe aplicacion universal parg) .

Teorema 3.1.3.SeaX un espacio métrico compacto nedegenerado. Entonces, no
existe ninguna aplicacion universal con respecto a los watgsw-limite generados
por los elementos d&(X).

Ante este resultado de negatividad, si reducimos la fardéiaonjuntos respecto
de la que se tiene la universalidad, por ejemplo, si coraides en la clase de las
aplicaciones triangulares @&conjuntosu-limite tipo intervalo contenidos en una fibra,
es posible contruir un elemento e Ca (1?) universal respecto de dichos conjuntos.

Teorema 3.2.5.La aplicacion triangularF en1? introducida en la Definicion 3.2.1
satisface la siguientes condiciones:

(A) Paracadala,b] C T, a < b, existe un puntdp, q) € I?\ [, tal que
wr(p,q) = {0} x [a,0].

(B) Dado(p, q) € I?, existe un intervalo compactd C T, degenerado o no, verifi-
cando que

wr(p,q) = {0} x J.

Observemos que el anterior resultado muestra que es pobieleer elementos uni-
versales en espacios nedegenerados si reducimos la familia de conjuntdgmite
respecto de la que se tiene la universalidad.

El ejemplo presentado en la Definicion 3.2.1, esta construséindo técnicas simi-
lares a las de la aplicacion de Kolyada y para él (véase @ayfeprema 3.2.5) también
se resuelve el problema (P1).

La segunda parte del capitulo esta destinada al estudicedéstancia de aplicacio-
nes d-universales. Estudiaremos los casos relativosiaalés compactas de dimension
m Yy a grafos. Los resultados obtenidos son los siguientegn#o en cuenta que un
arco es un cualquier espacio homeomorfo al intervalo uriidad

Corolario 3.3.7.1.SeaM una variedad compacta-dimensional f» > 1). Entonces,
Weary admite una aplicacion d-universal si'y séladies un arco (y por ende: = 1).

Para probar este resultado su usa fuertemente el hecho @igte:n una cantidad
no numerable de dendritas planas ho homeomorfas.

Teorema 3.3.10SeaX un grafo. EntoncesVx) admite aplicacion d-universal si y
sélo siX es un arco.

Tras estos resultados, queda puesto de manifiesto que khdespositivo obtenido
por Pokluda y Smital es el Unico que se podia obtener. Contdeonas a pensar en
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el futuro tenemos el caso general de los espacios que sedritdely espacios cero
dimensionales, como conjuntos tipo Cantor.

Capitulo 4.EI cuarto capitulo esta dedicado al estudio del problempa &3Blokh
et al. en [BBHS 96], probaron que la familia de todos los pesilsonjuntosv-limite
W(f) generados por una funcion continfigra un conjunto compacto en el espacio
(K(I),dy) de todos los subconjuntos cerrados y no vacio§ detado con la topo-
logia métrica de Hausdorff. A lo largo del capitulo compmba que este resultado
no es extensible &(I?), presentado varios contraejemplos sencillos inclus6,gi)
[BGM1 04]. Por otro lado, dentro de la clase de las aplicagsomiangulares que ge-
neran solo conjuntas-limite contenidos en una fibra, hemos comprobado que la pro-
piedad del;-clausura funciona. Asi, para la aplicacién triangular déyEda y para la
aplicacion presentada en la Definicion 3.2.1 se satisfegmfgiedad. Entonces, parece
razonable, y dado que este tipo de aplicaciones poseenndmaida cercana a la de los
elementos d€(I), conjeturar que en tal clase de aplicaciones triangularpsopiedad
funciona.

Sorprendentemente, es posible construir una aplicadamguilar /' con conjuntos
w-limite contenidos en la fibrg, y tal queVV(F') no esd-cerrado.

Teorema 4.2.8La aplicacién continual” introducida en la Definicién 4.2.1 satisface
las siguientes propiedades:

(A) Existe una sucesion de punt®;, ¢;) }icon+ C 12\ [ tal que:

(Al) WF(pqu) = {O} X [ai7bi] Conbi —a; = 1— 2%
(A2) 1im wr(pi, ;) = {0} x [54, 1] en la topologia de Hausdorff d&.

(B) wr(p,q) # {0} x (310, 1] para cada(p, q) € I*.

Asi, F' no satisface la propiedad dg, clausura yW(F') C I,. Como problemas
para pensar en el futuro, tenemos por un lado tratar de eacdmpotesis bajo las que
la propiedad déy clausura funcione e@i(1?). Por otra parte, seria interesante analizar
la validez de la propiedad para las transformaciones bukimaales de tipo producto
enl?, es decir, aplicaciones de la forra y) — (g(y), f(z)).

Capitulo 5. El quinto capitulo trata sobre el problema (P4). Se pretemdtener
caracterizaciones de la propiedad de poseer entropiadpalcero. Como ya comen-
tamos anteriormente, analizamos el problema de la equsialenutua entre las propie-
dades (1)-(5) en la clase de las aplicaciones triangul@@s0 es sabido efi(I) las
propiedades son equivalentes.&1?) no lo son (véanse contraejemplos presentados
en el Capitulo 5) incluso bajo la adopcion de fuertes hiptadicionales. Nosotros
comprobamos la equivalencia mutua bajo la hipotesis de ajaplicacion triangular
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posea conjunto de puntos periédicos para su funcién basslodGC 04]. La caracte-
rizacion presentada soluciona el problema en la @asg) y proporciona informacién
para estudiar el problema abierto de la implicacion entd Re= UR(F) y h(F) =0

en la clas&x (I?).MedianteCi (I?) denotamos a la clase de las aplicaciones triangulares
gue poseen funcion base con conjunto de puntos peridédic@sioe

Teorema 5.4.1SeaF" € Ci (I?) con funcién basg. Entonces, las condicionés) —(5)
son mutuamente equivalentes.

Apéndice El objetivo del apéndice es introducir dos ejemplos de @spacaplica-
ciones continuas definidas sobre ellos que so6lo generanrtosjscrambled bipuntuales
[GL 04].

Teorema 5.4.2 Existe una aplicacion continua definida en un espacio tipatGatal
gue cada conjunto scrambled tiene exactamente dos puntos.

Teorema 5.4.4Existe un continu& C RR? (espacio compacto y conexo) con interior
vacio y un homeomorfisnioenX, tal que, cada conjunto scrambled tiene exactamente
dos puntos.



Capitulo 1

Notacion y resultados preliminares

Los objetivos que este capitulo tiene son, por una parthleser la notacién basica
y la terminologia que se usara a lo largo de todo el trabajootPolado, se presentaran
ciertos resultados que satisfacen algunos de los elemamtErsormente definidos y que
seran usados de forma auxiliar en el transcurso de la memoria

1.1. Puntos especiales y medidas del caos en un S.D.D.

ConsideremosX, d) un espacio meétrico compacta/yuna aplicacion continua de-
finida sobre el espaci& en si mismo{ € C(X)). Para cada punto € Xy cada
enteron > 0, definimos inductivamente lageradasde = a través de la aplicacion
comoy” = ¢y Lo sin > 0y = Idy donde Ig es la aplicacién identidad en el
espaciaX. La orbitadex por es el conjuntdy™(z)}:°, y se denotara con Oglox),
mientras que ldrayectoriade x por ¢ es la sucesioRy™(x)}2, que sera denotada
mediante Tra(z). Conocer la dinamica del sisteni, ¢’) consiste en averiguar cual
es el comportamiento asintético de las trayectorias deuosog del espaci&X por la
accion de la aplicacion. En este contexto, el comportamiento mas regular posible es
el periddico, en el sentido de que tras un numero finito dadgtenes el punto vuelve a
su estado inicial. Pero lavuelta al estado inicialpuede hacerse de formas mas débiles.
Para precisarlas introducimos lo que denominamos corgulgpuntos especiales

Un puntoz € X se diceperiddicopara la aplicacion) si existe un entero positi-
vo n tal quey(x) = z. Al mas pequefio de los valores satisfaciendo la condicion
anterior se le llama gleriodode x. Con Pef)) denotaremos al conjunto de todos los

1
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puntos periodicos de. Siz € Per()) y su periodo es uno, entonces el punto periddico
se denomingunto fijoy con el simbolo Fiky) denotaremos al conjunto de todos los
puntos fijos de). Mediante Reg)) denotamos al conjunto de los puntos conocidos en
la literatura comaecurrentesde ¢, esto es, el conjunto de puntese X tales quer

es un punto de acumulacion de su propia trayectasigz) }°° .. Un conjuntod/ C X

se diraminimal para la aplicacion) si es no vacio, cerrado, invariante((//) C M)

y no contiene subconjuntos satisfaciendo las mismas ptages. Con UR)) denota-
mos al conjunto de los puntos denominadagormemente recurrentete ¢, es decir,
todos los puntos recurrentes cuyo conjuntbbmite es minimal. Para mas detalles sobre
estas clases de puntos, véase por ejemplo [BC 92], en dongamtos uniformemente
recurrentes son llamaddsertementeecurrentes. Como las 6rbitas de los puntos que
pertenecen a los conjuntos anteriormente descritos posaeas propiedades de retor-
no, de las definiciones de los mismos se derivan las relasaenclusion:

Pei(y)) € UR(y) € Redy).

Ademas de la informacion deducida del analisis de las clds@antos especiales,
para medir la complejidad dinamica de un sistema se suetgrcaso herramientas la
entropia topoldgica varias definiciones de la nocion daos

El concepto de entropia topoldgica fue introducido en 19@5Auller, Konheim y
McAndrew para sistemas definidos sobre espacios compagasq [AKM 65]). Mas
adelante, en 1971, R. Bowen extendio dicha nocion al casspic®s no compactos
(véase [Bo 71]), de modo que, ambas nociones coincidieran3B.D. definidos sobre
espacios métricos compactos que seran, como se comentémnéate, los objetos de
estudio a lo largo de este trabajo. En lo que sigue, usareamaafihicion de entropia
topologica introducida por Bowen debido a que es mas sarad@lmanejar desde el
punto de vista computacional.

Definicion 1.1.1. Sea K, d) un espacio métrico compactojy € C(X). Consideremos
e > 0y n un entero positivo. Un subconjunfo C X se dice(n, ¢)-separad@ara ), Si
paracadar # y € E existej € {0,1,...,n—1} tal qued(¢’(x), 1 (y)) > . Entonces,
la entropia topologicdel sistemdX, ), denotada mediante(v)), es

1
h(1)) = lim lim sup — - log (Sup card(E))
n E

e~V pnooo

donde el supremo se toma con relacion a todos los subcogjunte)-separados de
X.

Habitualmente usaremos la terminologiaetéropia topologica de una aplicacion
La afirmacion debe entenderse como un abuso de notacion,efiseera la entropia
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topologica del sistema formado por el espacio métrico catopdominio de tal aplica-
cion, y la propia aplicacion.

La definicion del concepto de caos que usaremos, esta bastdai@eas recogidas
en el trabajo de Liy Yorke sobre sistemas dinamicos de ladqfiry) dondel = [0, 1]
y f € C(I) (véase [LY 75]). Otras definiciones de caos son por ejemplos &n el
sentido de Devaney ([D 89])-caos ([Li 93]) o caos distribucional ([SS 94]).

Definicion 1.1.2. SeaX un espacio métrico compactoy € C(X). Un par de puntos
{z,y} C X se dice que son un par de Li-Yorke para la aplicacigrsi simultineamente
se satisfacen:

minfd(¢"(x),¥"(y)) =0 'y  lmsupd(¥"(z),¥"(y)) > 0.

n—oo n—oo

La primigenia definicion de par de Li-Yorke exigia, ademadagedos anteriores
propiedades, que se satisfaciﬁsginf d(v"(p),v"(a)) = 0 para todo punto periodico
p dey y para todox € {z,y}. P%s?ériormente se prob6 que esta tercera propiedad era
redundante al ser implicada por las otras dos propiedaédasé\fJ 92]).

La definicion de caoticidad (en el sentido de Liy Yorke) quéisepara un sistema
generado por una funcion contingialefinida en el intervalo compacto unidatle:

f es caotica si existe un conjuntd C T infinito no numerrable tal que, para todo
par de puntos distinto$x, y} en S, {z,y} es un par de Li-Yorke. A un conjunf
independientemente de su cardinalidad, satisfaciendamtargr propiedad relativa a
los pares de Li-Yorke se le llama conjuntcrambled.

Observacion 1.1.2.1.La anterior definicion de caoticidad exige la existencia de u
conjunto infinito no numerable en el espacio, por tanto, y@meral pretendiésemos
usar tal definicion habriamos de excluir a todos los espaoiusbles, es decir, espacios
finitos o infinitos numerables. En [KuS 91], pafac C(I) se prueba que si existe un
par de Li-Yorke, entonces posee un conjunto scrambled no numerable. Por tanto, para
X =T la definicidén de caoticidad se reduce a la existencia de udehi-Yorke.

Con el fin de poder restringirnos a conjuntos con cualquienard de elementos
y tener una definicién lo mas general posible, en lo que sigaeemos la siguiente
definicion de caos introducida en [SKSF 97].

Definicion 1.1.3. SeaX un espacio métrico compactoyy € C(X). Dado un subcon-
junto A C X, diremos que)|4 escadtica(en el sentido de Liy Yorke) i contiene al
menos un par de Liy Yorke de

A la luz de esta definicion de caoticidad, surge inmediatamknpregunta: SK
es un espacio infinito no numerablelye C(X) es cadtica, ¢existe éhun conjunto
scrambleds no numerable?
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La respuesta a esta pregunta en general es negativa. En R 9nuestra un
ejemplo de una aplicaciéfl € C(I*) que sélo posee pares de Li-Yorke, es decir, los
anicos conjuntos scrambled que genera son bipuntualesalveente, existe gran in-
terés en estudiar la cardinalidad del conjunto de pares foikie existentes en un
espaciaX para una aplicacion € C(X). Asi en [BGKM 02] se estudian las propieda-
des dinamicas de los sistem@$ /) que carecen de pares de Li-Yorke. Por otro lado
en [HY 01], se prueba que existen espacogue admiten funciones continuas tales
que todo el espaci¥ es un conjunto scrambled. En [BDM 04] se construyen dos es-
pacios que admiten aplicaciones generando a lo sumo cosjsatambled numerables.
En esta linea de trabajo parece razonable hacerse la s@pregunta:

¢, Qué tipos de espacifisadmiten aplicaciones continuasserificando que el cardi-
nal maximo de todos sus conjuntos scrambled es dos?, esglpoir espacios admiten
aplicaciones que so6lo poseen pares de Li-Yorke?

El ejemplo propuesto en [FPS 95] muestra @ties uno de tales espacios. Podria
pensarse que esta propiedad de minimalidad en la cardidaliel los conjuntos scram-
bled se consigue debido a la libertad de movimientos que gud respecta a las cons-
trucciones, permité al ser un espacio compacto, conexo y con interior no vacid en e
espacio euclide®? que lo contiene. En el Apéndice (véase [GL 04]) mostramos que
los conjuntos tipo Cantor (es decir, espacios cerradoqusitos aislados y totalmente
desconectados) admiten endomorfismos continuos que ges@maconjuntos scram-
bled bipuntuales y que existe un espacio bidimensional estopconexo y con interior
vacio enR? con la topologia relativa cumpliendo la misma propiedad.

1.2. Laclase de las aplicaciones triangulares (I?)

Aunque ciertos problemas relativos aliaamica-topoldgicgpermanecen aun abier-
tos, en las ultimas décadas los sistemas asociados a fas@ontinuas del intervalo (es
decir, funciones perteneciente§@, ;), dondel, , = [a, b] es un intervalo compacto de
la recta real) han sido ampliamente estudiados en la litexat

Como consecuencia de la existencia de fendmenos biolggicosémicos, sociales
y de la ingenieria que encuentran su formulacién mateméicaodelos dinamicos dis-
cretos basados en transformaciones de espacios de dimeresfér que uno, se plantea
el problema de investigar tales sistemas, intentando éatest comportamiento de los
mismos. Para alcanzar este objetivo y como primer paso,elawrme aumento de la
complejidad dinamica que lleva asociada el incremento deransién, parece natural
iniciar este estudio en el espadi@l?) de las aplicaciones continuas del cuadrado uni-
dad (2 = I x I). Sin embargo, la dindmica de tales aplicaciones resultaraadamente
complicada. Se desconoce, por ejemplo, en el caso del ctengento dinamico mas
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sencillo (la periodicidad), si cualquier sistema tiene estauctura periédicaemejante
0 no, a la descrita por el teorema de Sharkadvséra los sistemas dinamic@R, v)) o
(L,4), o por los resultados sobre el mismo problema en otros expdei dimension
finita (véase Nota 1.2.2).

Hagamos un poco de historia sobre el teorema de estructudaipa de Sharkovs-
kil. En el aflo 1964, aparece publicado por vez primera un eskuliel matematico
ucraniano A. N. Sharkovskirelativo a la existencia de puntos periddicos de endomor-
fismos continuos eR o [a,b] C R (véase [Sh 64]). Hasta ese momento, sélo se cono-
cian algunos resultados aislados sobre periodicidaddgyada iteracion de funciones
continuas del intervalo y la recta. Por ejemplo, se sabissguea funciénf no posee
puntos periddicos de periodo dos, la trayectgria(z)}°° , converge para tode € R
(véanse [Sh1 65] o [BC 92]), e idéntica conclusién se logposiendo que la funcion
so6lo posee puntos fijos (véase [Ot 57]). Como consecuenaigse que si la funcion
s6lo posee puntos periddicos de periodds2, 2%, ..., 2"}, entonces para cadac I,
{f™"(x)}>2, converge a algun punto periddico ge Asimismo, en [ML 57] se daban
condiciones para la existencia de puntos de periodo 2.

Sharkovskiprob6 que la existencia de un punto periédico de periodmn@ye dos
implica la existencia de otro punto con periodo dos (véabeé[8), asi como también
comprobo que la existencia de puntos periédicos con ped@imto de una potencia
de dos implica la aparicion de puntos periddicos con pesatdotodas las potencias de
dos. Finalmente, extiende los hechos anteriores a cuakiposde periodo apareciendo
el enunciado que se conoce como teorema de SharkoiRddordemos que a lo lar-
go de todo el trabajo, mediantedenotaremos al conjunto de los niumeros enteros no
negativos.

Teorema 1.2.1 (SharkovsK). Consideremos el U {2°°} el siguiente orden al que
[lamaremos ordenamiento de Sharkovski

3> 5>, 7> >:2:3>,2-5>,2:-7>,..>,22.3>,22.5>,22.7>, ...

> 2™ 3> 2M > L > {29 > > Y > YT s > 27 2> 1.

Seaf € C(I). Si f tiene un punto periodico de periode, entonces’ posee puntos
periodicos de todos los periodos menores guen el anterior orden.

Reciprocamente, dado cualquier elememtale la ordenacion anterior existg €
C(I) con al menos un punto periddico de periody ningun punto periédico de periodo
mayor quen en el orden de Sharkovski

Nota 1.2.2.Si f € C(R), el teorema sigue siendo cierto aunque puede ocurrir ademas
gue el conjunto de puntos periodicos flesea vacio, como sucede por ejemplo para
la funcién f(z) = = + 1. Para otros tipos de espacios unidimensioanles (c®mo
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arboles, grafos,...) el resultado anterior se ha compatad otros érdenes diferentes al
de Sharkovskj obteniéndose estructuras periddicas mas complejasjgroplo véanse
[Be 81], [Be 82], [ALM 89], [BI 92], [ALM 93], [AM 93], [LIM 93], [AY 95], [B 95],
[BLI 95], [LLI 95], [LIPR 95]), [B 91] o [APR 97]).

El interés y la sencillez de este teorema que describe ctempdate la estructura
periodica Unicamente bajo la hipotesis de la continuidatyjo a pensar en una exten-
sion para el caso de aplicacioneslimensionales con > 1. Pero como se anuncio
anteriormente en dimension dos, en general, deja de sedov#asta considerar, por
ejemplo eriR?, un giro de centrd0, 0) y angulof = §7r. Esta aplicacion continua posee
todos sus puntos periddicos de periodo tres excepi® @) que es fijo. Por tanto, a la
vista de lo que ocurre con la estructura periddica, el estgeineral de la dinamica se
presenta muy complicado.

Como consecuencia de la complejidad dinAmica que poseeamplasiciones de
C(1?), debido al hecho de que las 6rbitas de los puntos ti¢ngayor libertad para
moverse que e, la estrategia utilizada para inferir la informacion que irderesa es
usar ciertas familias especiales de elementa§(i que nos simplifiquen, de alguna
manera, el trabajo. De este modo aparece, de manera nkdwlalse de lagplicacio-
nes triangulare® “skew product magsllamada asi por la especial morfologia de los
elementos que la integran.

Definicién 1.2.3. Una aplicacionF € C(I?) se llama triangular si es de la forma

En este contexto, las funciongy ¢ se denominan respectivamente la fundidse
y la funcionfibra de la aplicacionF'. Para cada: € I, llamaremodibra sobrex al
conjunto/, = {z} x L. Las funcioneg, definidas comg.(y) = g(x,y) actuan er, y
constituyen un sistema de funciones unidimensionales gpertien continuamente de
la variablez. MedianteCx (1?), denotaremos a la clase de las aplicaciones triangulares
en el cuadrado unidad.

El uso de esta familia especial de aplicaciones no es casuciComo consecuen-
cia de su especial morfologia (la funcion base es una agitamidimensional), las
aplicaciones triangulares poseen ciertas similitudedndicas con las funciones conti-
nuas del intervalo sin dejar de ser referentes del mundmeiasional objeto de nuestro
estudio (véase [G 01] para un un estudio comparativo deitidgls y diferencias entre
las aplicaciones triangulares y las funciones continubmstivalo). Buena muestra de
ello es que el orden de Sharkougbara la coexistencia de ciclos es valido para este tipo
de aplicaciones (véase [KI 79]). En el afio 1992, Kolyada ipahin extenso articulo
(véase [Ko 92]) donde realiza un estudio profundo de lasipdagles dinamicas de los
elementos del espacit\ (1?). Entre otros, obtiene un resultado de proyeccién muy Util
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a la hora de relacionar los conjuntos de puntos especiatesducidos en la Seccién
1.1, de la aplicacion triangular y de su funcién base. Fara Ca(1?) seaA(F,1?)
uno cualquiera de los conjuntos descritos en la Secciorallmdismo conjunto para la
funcién base lo denotaremos cdnf, I).

Teorema 1.2.4.SeaF € Cx(I?) Entonces se verifica
T(A(F,I%) = A(f.T)
donder : I? — I es la proyeccién en la primera coordenada.

Nota 1.2.5.El Teorema 1.2.4 es una versiéon débil del resultado predeeta[Ko 92].
El resultado general es valido para una mayor cantidad dartos de puntos especia-
les que no han sido presentados en la Seccion 1.1 al no s& dbjauestro estudio en
este trabajo.

En relacion a la entropia topoldgica (véase Definicion ), 1% es un elemento de
Ca(I?) existen ciertas cotas obtenidas por Bowen p#ra) (véanse [Bo 71] y [W 82]):

max{h(f), haio(F)} < h(F) < h(f) + heo(F), (1.1)
dondehﬁb(F) = sup h(F|[x)

z€l
Observacion 1.2.5.1.La nocién de entropia topoldgica fue introducida, como ya se
comentd, para sistemas generados por una aplicacion gardefinida de un espacio
en si mismo. En la formula contenida en la expresion (1.1ase referencia A(F|;, ).
Obsérvese qué(F|;,) esta bien definida tan solo en el caso en que la fibraea
fuertemente invariante por la aplicaciéh(es decir,F’'(1,) = I,). Para el resto de los
casos hemos de extender el concepto de entropia topolégicaanera de solucionar
el problema es considerai|;, como un sistema no auténomo (es decir, un sistema de
la forma (X, f1 ) dondeX es un espacio metrico compactofy.. = (fi);2; con
fi - A; € X — X continua, para mas informacion sobre esta clase de sisteraas
[KS 96] o [KST 04]) y usar los resultados contenidos en [KS $fmalmente, en lo
gue a la entropia se refiere, trabajaremos como si el sistezsa tonvencional.

En caso de tener una aplicacion triangufacon una funcién basg tal que sélo
posee puntos periodicos de periodo potencia de dos (a asé@ién la denotaremos
mediante el simbolg < 2*), entoncesi(f) = 0 (véase [MS 80]) y se tiene una
férmula para el calculo de la entropia de la forma (véase [Bh 7

h(F)= sup h(F|,).
zcPer(f)
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De tal modo, si P€If) es cerrado, para calculaf/’) podemos centrar nuestra atencion
unicamente eh(F|;,), dondex € Perf). Por otro lado, si en el sistema inicial todas
las funcioneg), son monatonas, entonces para cadal esh(F|;,) = 0y consecuen-
tementeh(F) = h(f) (véase [KS 96]).

Queda puesto de manifiesto que en la clase de las aplicadr@regulares conta-
MOos con ciertas herramientas topoldgicas y ciertas suddd dindmicas con el caso
unidimensional que nos ayudaran a la hora de analizar el@dampiento de trasforma-
ciones bidimensionales mas generales. Por otro lado,dosegitos d€ (1) presentan
propiedades que no satisfacen las funciones del intervabsé [Ko 92] para una am-
plia enumeracion de las mismas). Uno de los puntos dondenemule manifiesto estas
diferencias es, como comentaremos detalladamente eruiarsig seccién, en relaciéon
a la estructura topolégica de los conjunteimite.

1.3. Conjuntosw-limite en Ca (T?)

Conocer la dinamica del sisten(i, v/) consiste en tener conocimiento en términos
de descripcién explicita y de caracterizacién topologedjue ocurre asintéticamen-
te con las trayectorias de todos sus puntos. Este analipiseske realizar a través del
estudio de los conjuntas-limite de los puntos del espacid(véase [BG 04]). A con-
tinuacion, describiremos ciertos resultados generalessgtisfacen dichos conjuntos,
cuyas pruebas pueden ser consultadd8€rd2.

Definimos el conjunta-limite de un punta: € X a través de una aplicacion conti-

nuayy como el conjunto:
wy(r) = () U v"(@),
m>0n>m
0 equivalentemente, como se comentd en la introducciong @mrronjunto de los pun-
tos de acumulacion de Tré):
wy(x) = {y € X: 3{m,}32, C Ntalque lim " (x) = y}.

M) —00

Definicion 1.3.1.Un puntox € X se dice asintoéticamente periddico por una aplicacion
Y € C(X), si existe un punto periddicode ) satisfaciendolim d(¢"™(z),y™(z)) = 0.

En caso de tener un puntoasintéticamente periodicay,(z) es exactamente la
orbita del punto periddice. El siguiente resultado resume algunas de las propiedades
de los conjuntos-limite:

Teorema 1.3.2.Sea K, d) un espacio métrico compactoyy € C(X). Entonces se
verifican las siguientes propiedades:
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m—1
(a) para cada entero positivar, se verificav,(z) = |J wym (¢ (x)),
=0

(b) paracadar € X, wy(z) es distinto de vacio, cerrado y fuertemente invariante,

(¢) siM = wy(z) y N € M es un conjunto cerrado y no vacio, enton¢eés,

»(M\N) # 0,

(d) el conjuntaw,(x) es finito, si y soélo si, el punte es asintéticamente periddico;
ademas, sby(z) es infinito ningun punto aislado de,(z) es periodico.

Observacion 1.3.2.1La propiedad (c) del Teorema anterior es llamada usualnegnte
la literatura comaéncompresibilidad débifvéase [SKSF 97]) o propiedad dednsporte
(véase [BBHS 96]) y puede ser reformulada del siguiente modo

siM = wy(z) y U € M es un conjunto abierto y no vacio, entongé#’) ¢ U .

Un importante y dificil problema es conocer, en generallesugon los conjuntos
w-limite generados por un S.D.DX, v). Si el espaciaX es el intervalo unidad, los
posibles conjuntos-limite se encuentran totalmente caracterizados (vé&8is2§5],
[ABCP 89/90] y [BS 92]).

Teorema 1.3.3.Un conjuntoC' C T es un conjunta-limite de una funciorf € C(I),
siy solo si,C' es 0 un conjunto compacto y denso en ninguna parte, o una finiéa
disjunta de intervalos (no degenerados) compactos.

Cuando el espacil = [" donden > 1 es un entero, s6lo poseemos ciertos resulta-
dos parciales contenidos en [AC1 91/92] y [AC2 91/92].

Teorema 1.3.4.Sean > 1. Entonces, un conjunto compactocC I" es un conjunta,-
limite de una aplicacién continug del™ siempre que se verifique una de las siguientes
condiciones:

(z) C es totalmente desconectado;
(z7) C es un continuo con interior vacio;
(z37) C' es una coleccion finita de continuos no degenerados de Peano.

Recordemos que wontinuoes cualquier conjunto compacto y conexo, ycomnti-
nuo de Pean@s cualquier continuo localmente conexo, o0 equivalentéanenalquier
imagen continua del intervalo unidadvéase, por ejemplo, [Ku 68, pag. 256]).

Cuandon = 2y tratamos con la clase de las aplicaciones trianguléx¢®’), se
conoce cierta informacion extra. Concerniente al probldenla caracterizacion topolo-
gica de los conjuntas-limite, para los elementos da (T?) existen dos resultados que
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complementan el Teorema 1.3.4 valido para endomorfismdmoos arbitrarios eif.
El primero de ellos esta destinado a la caracterizacionsledojuntoso-limite que se
hayan contenidos en una fibra (véase [KS 92/93]).

Teorema 1.3.5.Seam: € Ty M C 1. Las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(i) existe una aplicacion triangulaf’ enI? y un puntar € I? tales que

wr(z) ={a} x M;

(i) M es un conjunto cerrado y no vacio tlgue no es de la forma
M=JUJ)JU.UJUC (1.2)

donder es un entero positivoJ;, i € {1,2,...,r}, son intervalos cerrados no
degenerados(' es un conjunto no vacio contable (finito o infinito numergble)
todos los conjuntod; y C' son disjuntos dos a dosd(C, J;) > 0 para al menos
unindicei € {1,2,...,r}.

Observemos que, usando el Teorema 1.3.5, es facil moseai ues un conjunto
finito no vacio, entonceB x M es un conjunta-limite de una aplicacién efi (T?),
si y solo si,M es un subconjunto cerrado y no vacioldgue no es de la forma (1.2).
Ademas, de la prueba del Teorema 1.3.5 se sigue que un subjuaaciol contenido
en una recta del plano es un conjuattimite para una aplicacién continua definida en
dicha recta, si y solo si)/(considerado como conjunto unidimensional) no es de la
forma (1.2).

Los otros resultados que tenemos van dirigidos a analizartigo de conjuntos
no contenidos en una fibra son conjuntetimite enCx (1?). En [KS 92/93] se da el
siguiente resultado que muestra que tales conjuntos paseegstructura complicada.

Teorema 1.3.6.Seana € 1y M cualquier subconjunto cerrado de Entonces existe
una aplicacion triangular enI? y un punto(z, y) € I? tal que

wr(z,y) N1, ={a} x M.

Por otro lado, en [JS 01] se muestra que el resultado de AkygnSeder (cf. (iii)
Teorema 1.3.4), con ciertas restricciones, es valido pareagiones triangulares en el
cuadrado. Ademas, se dan ciertos ejemplos de continuos Reat® que cumplen y
gue no cumplen la propiedad de ser conjuntdénite para la clase de las aplicaciones
triangulares. Por tanto, una caracterizacion de los coogigue son conjuntaslimite
enCx (I?) parece lejos de poder ser obtenida. Otros resultados learein esta linea
pueden verse en [Ba 97/98] o [Si 95].
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1.4. Lafamilia de funciones base tipo Kolyada

En el resto de capitulos se realizaran varias construcsid@aplicaciones triangu-
lares. La mayor parte de ellas poseen una caracteristicancdesde el punto de vista
de su comportamiento dindmico. De sus funciones base secdicguialmente que
“aplastan hacia la izquierdaMas formalmente, sf es una de tales funciones base,
para todo punta € I se verifica que

lim f"(z) = 0. (1.3)

n—oo

En esta seccion introduciremos una familia de endomorfissangnuos definidos
en el intervalol y a la que llamaremofamilia de funciones base tipo Kolyadaos
elementos de esta clase de funciones satisfacen la prdp(&d) y se usaran como
funciones base de apliaciones triangulares que constragen el futuro.

Definicion 1.4.1. Consideremos = {¢;}32, una sucesion de numeros reales positivos
tal quee; < 2i para cadai € {1,2,...} verificando queZ—*i1 = ¢ < 1. Entonces
definimos la funciorf: € C(I) como

f(a) = T —g; Siz €[5+, 5211 €{1,2,..}
) Sty — Ly 4 (L —ey) sizeld, L alie{1,2,.}

€

A la familia de funciones

1 i .
F={fsié={a}2 CRe< 5y —c<1¥i),

7

la llamaremos familia de funciones base tipo Kolyada.

La nomenclatura para esta clase de funciones base, derizasiiailitud de sus
elementos con la funcién base de una aplicacion triangotewducida por Kolyada
en [Ko 92] (véase Definicion 2.1.1). Esta aplicacion tridagina sido ampliamente
estudiada por sus propiedades dinamicas y sera objeto sieanaencion en el siguiente
capitulo (véase Capitulo 2, Seccion 2.1.1).

Paras = {&;}3°, = {3 w }52, Y ¢ = 3 tenemos la funcién base de la aplicacion
triangular de Kolyada. Graficamenfees de la forma:
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l+82 %"‘61 1

N[

1.5. Variedades, grafos y dendritas

En esta seccion introduciremos la notacién y conceptossaeos para desarrollar
los resultados contenidos en las Secciones 3.3.1y 3.3@agétulo 3. A lo largo de la
misma, adoptaremos basicamente la terminologia de [N 92].

Definicion 1.5.1.Una variedad compacta-dimensional (con bordey{ > 1) es cual-
quier espacio compacto y Hausdavfftal que para cada punto € M existe un entorno
U(x) que es homeomorfo a un subconjunto abiert@®de’ x [0, +o0).

Por otro lado, urarco es cualquier espacio homeomorfo al intervalo unifidcos
puntos finales de un arch seran respectivamente las imagenes, mediante el homeo-
morfismo existente con el intervalpde los puntos Oy 1.

Definicion 1.5.2.Un grafo es un continuo que se puede expresar como la uniénale u
cantidad finita de arcos que dos a dos, o bien son disjunto&rode intersecan en un
punto final comun (es decir, es un poliedro compacto y coneibmensional).

Analogamente, un grafo también puede ser definido de laesigpiforma.

Definicion 1.5.3.Un grafo conexo (o simplemente un grafo) es un {@1”) donde
G es un continuo ¥ C G es un conjunto finito, cuyos puntos se llanvantices tal
queG\V es la union disjunta de un namero finito de conjuntos abieftos., e, deG,
llamadosramas con la propiedad de que cadaes homeomorfo a un intervalo abierto
de la recta real tal que su frontera consiste a lo sumo en dedgsuque son vertices.
MedianteB(G) denotaremos al conjunto de los vértices del gr&fo
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Ejemplos simples de grafos son las curvas cerradas simghlesmyestrellas con
n > 3. Unacurva cerrada simples un espacio homeomorfo al circulo unidad. Una
n-estrellaes un espacio homeomorfo a la unidbnrdarcos que poseen Unicamente un

punto final en coman.

Curvas cerradas simples

8-estrella
Figura 1.1: Ejemplos de curvas cerradas simples y 8-estrell

Definicion 1.5.4.Un arbol es un grafo que no contiene curvas cerradas simples.

Definicion 1.5.5. SeaX un espacio métrico compactopye X. La componente nu-
méricade p enX, denotada cor(p, X), es la cardinalidad del conjunto de todas las

componentes (conexas) He, {p}.
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Seas un numero cardinal. Diremos que el ordengenX es menor o igual qug, y
lo denotaremos coord(p, X) < /3, si para cada entorno d& dep, existe un abiertd’
talquep € V C U ycard(V) < . Diremos que el orden deenX esf3, ord(p, X) = 3,
siord(p,X) < Byord(p,X) £ « para cualquier cardinah < .

Definicion 1.5.6. SeaX un continuo. Un punt@ enX se llamara punto final d& si
ord(p,X) = 1. MedianteEnd(X) denotaremos al conjunto de los puntos finales del
espacioX.

Definicion 1.5.7.Una dendrita es un espacio continuo de Peano que no contignas
cerradas simples. Un punio< D se llama vértice d® siord(p, D) > 2. Analogamen-
te, mediant&3(ID) denotaremos al conjunto de los vértices de la dendbita

Para tener una imagen visual de una déndrita véase la Figumesentada en el
Lema 3.3.3 del Capitulo 3. Para cualquier punto de una derdlisu componente nu-
méricay su orden coinciden (véase [N 92, 10.13]) y ademas astiones se conservan
por homeomorfismos.

El interés en estudiar aplicaciones definidas en grafostse alhecho de que para
aplicaciones definidas en variedades con una foliaciomianv& de codimensién uno,
la citada aplicacion se transforma en general en una agiicaefinida en un grafo.
Ademas, la dindmica de homeomorfismos pseudo-Anosov enupedfisie puede ser
reducida esencialmente al analisis de ciertas aplicasideknidas en grafos (véase por
ejemplo [FM 93]). Finalmente, a veces las aplicaciones mlfthen los grafos imitan
el comportamiento de una aplicacion diferenciable (fluppekentorno de un atractor
hiperbdlico (véase por ejemplo [Wi 77]).

El reciente interés en la dinamica de sistemas discretosdiedisobre dendritas esta
motivado por el hecho de que las dendritas pueden aparaoer@mjuntos de Julia en
dindmica compleja (véase [RP 86], [Bea 91] o [Mo 98])).

Definicion 1.5.8. SeaX un espacio métrico ¥l un subconjunto. Diremos quées una
retraccion deX si existe una aplicacion continua: X — A (llamada una retraccion
de X sobreA) tal que su restriccién sobrd es la identidad em.

Un espacio métricd” se llama una retraccion absoluta si para cualquier espacio
topologicoX cualquier subconjuntel C X homeomorfo & es una retraccion d&.

Las retracciones y las retracciones absolutas estanaeéatas con propiedades di-
namicas de las funciones continuas sobre los espacios gudosstan definidas. Por
ejemplo, si un espacio métricd tiene la propiedad del punto fijo (cada elemento de
C(X) tiene un punto fijo), entonces cada retracciéiXdeene también dicha propiedad.
Las retracciones absolutas estan relacionadas con lamoisstde aplicaciones univer-
sales (véase [N 92]).
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1.6. Latopologia métrica de Hausdorff.

Felix Hausdorff ide6 un modo de describir la convergencieaitguntos que es, para
ciertos propadsitos, mejor que los métodos usuales al n@riggncontrar un espacio
adecuado de parametros y una parametrizacion para loswosj$e trata simplemente
de la definicion de una métrica que se aplica a los conjuntos.

Sea K, d) un espacio métrico y consideremdsy B dos subconjuntos d¥. Di-
remos que los conjunta$ y B estan aistancia Hausdorff- el uno del otro, si y solo
si, cada punto del estd a distancia de algun punto deé3, y cada punto deé3 esta a
distanciar de algun punto del. Esta idea puede materializarse en la definicion de una
meétrica, llamada métrica de Hausdorff y que denotaremod por

Definicion 1.6.1. En las condiciones anteriores di es un conjunto y > 0, se define
la bola abierta de radio- de A como,

B,(A) ={y : d(z,y) < r paraalginz € A}.

Si Ay B son dos conjuntos, la métrica de Hausddff, entre ambos es,
dg(A,B) =inf{r: AC B.(B)y B C B,(A)},

por convenidnf{(} = cc.

Si consideramos dy actuando sobre todos los subconjuntos del espacio métrico
X, ocurre que no define una métrica. De hecho, existen varaidgimas que ponemos
de manifiesto a continuaciéon. Por ejemplo,nla distancia entr§0} y [0,00) es
infinita. Por tanto, hemos de restringir el usoddea conjutos acotados. Por otro lado,
la distancia entrd0} y () es de nuevo infinita, con lo que tenemos que restringirnos a
usar conjuntos distintos de vacio. N6temos ahora que kantisi/; entre(0,1) y [0, 1]
es cero y ambos conjuntos son diferentes. Esto fuerza agessu uso a conjuntos
cerrados. De hecho, y para los objetivos de esta memoriaaeghosd; sobre todos
los subconjuntos compactos y no vaciosXdque denotaremos mediar&X). Todo
lo anterior y el siguiente resultado pueden verse, por dgrep [E 90].

Teorema 1.6.2.SeaX un espacio métrico (completo). La funcién de Hausddyff,es
una métrica (completa) sobre el conjurkgX).
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Capitulo 2

Describiendo la familia W(F)

En este capitulo resolveremos el problema (P1), es deairidieemos todos los
conjuntosv-limite, para una aplicacion introducida por Kolyada en ). De la com-
presién de los mecanismos que rigen la dinamica de tal agitgpor un lado resolve-
remos el problemaR1) propuesto por Balibrea, Reich y Smital para una fanlige-
ta de conjuntos el (véase [BRS 03]) y por otro, en los capitulos siguientesgods
realizar construcciones que sirven para la resolucion s groblemas. En concreto,
en el Capitulo 3 presentamos un ejemplo que resuelve (P2) easo particular y para
el que el problema (P1) también es solucionado.

2.1. Solucion de (P1) para la aplicacion de Kolyada

La seccién se divide en tres apartados, en el primero deietlosiucimos la apli-
cacion triangular que Kolyada present6 en [Ko 92] y compnudique la propiedad
(ii) del Teorema 2.1.2 es extensible a puntos que perteretibras de la formd . E
continuacion describimos completamente la dinamica dijoiex punto del cuadrado
bajo la iteracion de la aplicacion, para terminar demosdwajue el conjunto-limite
de cualquier punto d&\ I, es exactamente la fibra.

2.1.1. Laaplicacion triangular de Kolyada

Se ha comentado anteriormente que en 1992, S.F. Kolyadaguiol extenso ar-
ticulo donde por vez primera se describen de una manerangitita las propiedades

17
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dindmico-topoldgicas de los elementosdigl?). Por su especial morfologia aparecen
comportamientos comunes pata(1?) y C(I). Sin embargo, se ponen de manifiesto las
diferencias generadas por la naturaleza bidimensionasiaglicaciones del espacio
Ca(I%). Una de tales diferencias se presenta introduciendo uitaeidin triangular con
entropia topoldgica cero y tal que posee un punto cuyo ctmjuHiimite es infinito y
formado por puntos fijos de la aplicacion (véase [Ko 92])aE#iuacion no puede dar-
se para las funciones del intervalo, en donde se cumple &ajotérior premisa que la
entropia topoldgica es positiva (véase [BC 92]).

Para cada enterioc {1,2, ...} consideremos

1 5 — 1
T 92i110 y © 7 9it10”

&

En estas condiciones, podemos observar que se verificagl@sndes relaciones:
1 1

i1 = Zf‘?i, 5z‘+1 = 551‘7
0; 1 0; + 0; -
51-7“:—51-, gzg.gl 1
0; +0i41 3 &

Para cada, consideremos las siguientes tres zonas del cuadradadiiiida
(@) Zona (*) = [y +¢i, 571 ¥ 1,
(b) Zona (**) =[5 +3ci, 5 + &) XL,
(c) Zona (***) =[5, 5 + 3&;) x L.

Definicién 2.1.1. La aplicacién triangular de Kolyada, es el elemeritos Ca (1?) que
posee como funcion bageal elemetof: de la familia de funciones base tipo Kolyada
dondes = {¢;}°, = {54 }2,, ¥y como funcién fibrg : I? — I a la funcién definida
del siguiente modo:

- Sii es impar:
= Si(z,y) € Zona (*), entonces
y—éz SiyE[éi,l],
g(z.y) = .
0 siy € [0,6;].
= Si(z,y) € Zona (**), entonces
L Mz — )+ 640 Siy € [M, 1],
’ 0 siy € [0, M].

dondeM = ‘”Eﬁ(x — &) = i
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» Si(z,y) € Zona (***), entonces

gz y) = y_%@j_%)"i_ézﬁrl siy € [0, M],
’ 1 siy € [M,1].

dondel = 14 *F2 (g — L) — 6.

- Sii es par:

» Si(z,y) € Zona (*), entonces

y+5Z SiyE[O,l—éi],
g(z,y) = .
1 siy € [1—d;,1].

» Si(z,y) € Zona (**), entonces

oy D sy
7 1 siy € [M,1].

dit+9d;
dondeM = 1 — 28 (g — &) + 0y

» Si(z,y) € Zona (***), entonces

o — [ ) sy sy
’ 0 siy € [0, M].

0;+6;
dondeM = —%(m — &) + Git1.

Observacion 2.1.1.1Del andlisis de la definicion, se deduce que el comportamient
dindmico de las iteradas de un puritob) € 1?\1, en Zona (*)U Zona (**) U Zona

(***)parai € {1,2...} es el siguiente:

(&) En Zona (*) parad hay un decrecimiento fijo entre las iteradas de vaji i es

impar y respectivamente un crecimiento fija sis par.

(b) En Zona (**) parai hay una disminucién gradual del decrecimiento entre las
iteradas d@; a O sii es impar y respectivamente un aumento graduagsipar.

(c) En Zona (***) para: hay un aumento gradual del crecimiento entre las iteradas

de0 ad,; 1 Sii esimpary respectivamente una disminuciénes par.
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Como se not6 anteriormente, esta aplicacion posee cieztagdigridades dinami-
cas, incompatibles con lo que ocurre en el caso unidimealsique se recogen en el
siguiente resultado (véase [Ko 92]).

Teorema 2.1.2.Seal’ la aplicacion triangular de Kolyada. Entonces se verificas |
siguientes propiedades:

() PelF) = Fix(F) = I,
(i) wr(1,1) = I. Por tantowr(1, 1) es infinito y consecuentemente no un ciclo.

Observacion 2.1.2.1.A la luz del resultado descrito en el Teorema 2.1.2 y profun-
dizando un poco mas en este ejemplo, ponemos de manifiestf, qseelw-limite
de cualquier punto de la fibrh, asi como de cualquier punto de la fiblf%, para
ne{l,2,..}.

En efecto, si tomamos el punto, 1) € I; estaremos en la Zona impar mientras se
cumplan

1 2041 _2%—k
5 Téa = 912 = 912
y
1 210 _
5l:ﬁ§ 211 9

lo que se traduce en que< 2!° — 1. En esta situacion las iteradas son:

(1 1) (2 k 20— kN ooy (1) _ (2222041
) 9 - 212 ) 210 ) ) 9 - 212 U1 |
o (1) /212210
F (17 5) —_— (T, O .
Pasamos ahora a Zona (*) paraar y estaremos aqui mientras queg 2!* — 1 siendo

1 1
F211_1 (175) = (5 —}-5170)
1 1
F211 (175) - (5,0) .



2.1. SOLUCION DE (P1) PARA LA APLICACION DE KOLYADA 21

Como(3,0) € Orbr(1,1) es claro que

1 1
Wr (]_, 5) = Wg (570) = wF(l, 1) = ]0.

Consideremos ahora un punto de la forfha;-) conn un entero positivo. Si > 11
entonces se tieng: < ¢, y asi

1 212 _ [k
k _
P ) - ()
conk < 2!, con lo que la Gltima iterada en esa Zona es

De tal modo,

Por el contrario, si fuese < 11 las iteradas del punto se mantienen en Zona (*)
para: impar mientras se tenga

1
2—n—k51251
y
k§211—n_1

obteniéndose
1 212 _ | 1 1
k _
P (1g) = (i)
- - 2n+1’0

1
W (1, 2_n) = [O-

Sea ahordl,y) € I,. En este cas#™(1,y) = (2122%, %) mientras se verifique

y por lo tanto

k < 2'* — 1, permaneciendo asf en la Zona (*). De esta forma, cgmo! < 211 — 1y
puesto que € [0, 1), tenemos™?"' ~1(1,y) = (3+¢1,0) y por tantoF" (1,y) = (3,0),
de dondevr(1,y) = I, para cualquiey € I.
Podemos decir mas todavia:

wr (5, y) = Iy para cada entero positivoy para cada < .
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En efecto, consideremos la fibfg. Estamos en la Zona (*) y en este caso las ite-
raciones acaban en el purtp 1) tras2'? iteradas. Com¢s5, 1) € Orbg(1,1) es claro
quewp(s,y) = wr(1,1) = I, para todos log € I. Para la fibral ;. tenemos que

2

1 1
F? (?,y) = <?,O) S Oer(l,]_)

y de nuevavr (55, 4) = wr(1,1) = Iy. En general, se puede calcular facilmente que

1 1 .
Ftntt <2—ny) - (—2n+1, 1) paran impar,

104, 1 1
2t <2_n7y) = (ﬁ’o) paran patr,

con lo que es claro quer (5, y) = I, para todoy € I. Ademaés se tiene, como conse-
cuencia inmediata de los hechf§: +¢;) = - y wp(I1) = I, para cada > 1, que
2%
wp(l1,. )= 1Iyparacada > 1.
2t 17T

Tras lo antes visto en el Teorema 2.1.2 y en la Observacidf.2,Jarece légico
plantearse ahora la siguiente pregunta: ¢ Se verificaraadigd

CL)F(JZ',Z/) = [07

para cualquiefz, y) € 12\ 2.

2.1.2. Andlisis de la dinamica de la aplicacion de Kolyada

En esta seccion presentamos una serie de resultados quibelesompletamente
la dinamica de la aplicacion de Kolyada y que nos permiticintestar afirmativamente
a la cuestidn suscitada en la observacién anterior (véasm[B1]). A lo largo de ella,
medianteF’ seguimos denotando a la aplicacion triangular de Kolyadsgmtada en la
Definicién 2.1.1. Ademas;; = 5+, §; = 5+ Y Por E(-) denotamos a la funcién
parte entera.

Lema 2.1.3.Sea(a,b) € I*\I,. Existenng, entero no negativo, & > 1 tales que
F™(a,b) € Zona (**) U (***) para io.

Demostracion.Seai, el entero positivo tal quéz, b) pertenece a la union de las Zonas
*), **) y (***) para i,. Entonces, tenemos varias situaciones:

(@) Si(a,b) € Zona (**) U(***) para i, el resultado es obvio tomanag = 0.
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(b) Si(a,b) € Zona(x) paraiy, se considera= a— (5= — ¢;,) la distancia del punto
a al final de la Zona (*) par#,. Asil > 0, ya que el punt@a, b) ¢ Zona (xx) U
(% * x) parai.

a7(2%0+€¢
67'0

Seam = E(

iterandon; veces tenemos

0)). Como f(z) = = — ¢;, Sl € Zona (x) paraio,

1
0< f™(a) — (2Z +5ZO) < €y,

luego tomanda,, := n; + 1 obtenemos
no 1 1 1
f (CL) - 210 + & | = f (a) —&ig — 2_io +Eiy | < Eip — Eip = 0. (21)
Por otro lado,

F(a) = - = fi(a) — 2y — = = fi(a) (ﬁ) >0, 2.2)

2i0 2% Eio

De (2.1) y (2.2) se sigue
1 1
f™(a) € {2—10, 5 T 610) = F"(a,b) € Zona(xx) U (x * x) parai,

finalizando asi la prueba.

Lema 2.1.4.Para cada entero positivQ Si (a, b) € +¢;) x [, entonces

|:277 21

1 1
F(a, b) € |:21 Ei+1, 2) x I.

Demostracion.Para probar el resultado es suficiente garantizar la pexténdef(a)
als —€itl, 5)- En efecto, coma € [, 5; + ;), entonces parametrizamos el punto
a de laformaa = g +te; con0 < t < 1. Por la definicion de la funcion bage(véase
Definicion 2.1.1), deducimos que

1
f(a):f(%+t€z‘):(t—1)5i+1+%:{z{ sit 1
lo que nos dg (a) € [5: — &i41, 5 ), finalizando la prueba. O

Eit1 Sit = O,

Para cada enterio> 1 introducimos los siguientes dos conjuntos:

(i) A} =[5, 5 +e&i) x[0,44],
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(it) A? = [, +&) x [1—&,1].

Observacion 2.1.4.1En lo que sigue y cuando el espacio §&aonn entero positivo,
se usaréi( ) en dos sentidos. Por un lado, como la distancia euclidda, essto es,
d((a;)q, ( = /> (a; — b;)2. Por otro lado, como la distancia euclideal&n
entre puntosyconjuntos, esto é6,a;) ,, B) = mf{d((a;)", (b:)1,) : (b;)1, € B},
B cI".

Lema 2.1.5. Para cada entero positivg Si (a, b) € [ — €it1, 21) x I, entonces

FP ) € {A}H sm es F)ar,
A?,, siiesimpar.
Demostracion.Podemos suponer, sin pérdida de generalidad; gseimpar. El caso
i par es analogo. Sda,b) un punto en el conjuntd: — e;41, 2:) x 1. Entonces: =
—te;ippcon0 <t <1.Seam =FE ( ) Entonce$ = (m+s)d; 41 con0 < s < 1
y 0 < m < 21 Por tanto{a, b) es:

0<t<1,
(a,b) = (le teiyr, (m+ 3)(5Z-+1) ,dondeq 0<s <1,
0<m< Qi+11
Estudiemos cada coordenada por separado.

(a) Primera coordenad@alculamos

1
? — Gt 5 2i+1

d

1 .
+€iy1) = 9 Ei+1 — (2 1 + &it1) = (22+11 —2)git1-

Comoa € [5: — &:41, ) , €ntonces

1 1 1 ;
d (C% 2 + €z‘+1) >d (21 Sitl 5 + €z+1) = (2" — 2)e; 4

y, por tanto, se sigue qué'(a) € [, 2 +e;41) paran € {0,.., 271 — 2}
(véase Definicion 2.1.1).

En particular,f" " ~2(a) € [&, % + :41) Y €sto nos permite calcular

f2i+1171(a> _ f(f2i+1172(a)) _ % . (t + 2z+11 1)5i+1-

Ahora, investigamos donde cgé "' ~1(a). Como0 < t < 1 obtenemos

1 1 1 1 1
i+11
i 9itl < 9 (t+2 — i < 92 9itl

+ Eit1-
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(b)

Esto implica que
1 2i+11_1 1
2i+1§f (a)<ﬁ+5i
y finalmente se concluye que

i+11_ 1 1
f2 1(@) c |:ﬁ7 % + €i+1) .

Segunda coordenadaupongamos que = 2:7!1, En este casb= 1y

i1l i1l 1 1
F? " Ha,b) = F* "Ha,1) € {%7 oitl +6i+1) x {1} C A7,

yaqueg(z,1) =1si(z,1) € Zona (*) parai + 1.

Teniendo esto en cuenta, en el resto de la prueba consicesugue el entero
m # 2111 Probaremos que,(F2'~(a, b)) € [1 — 8i41, 1], donder, : 12 — 1
denota la proyeccién canonica en la segunda coordenadde&in,ecomo) <

s < 1 tenemos la siguiente desigualdad:

Q7 —m — )61 < (27 —m —5)8i1 < (27 — m)di. (2.3)
Consideremos dos posibles situaciones:
(b;) Sim =21 — 1, entonces
0<d((a,b),Ix{1})=1—-b=(1—-5)0i11 < i11.

Por tanto) € [1 — 0;41,1) C [1 — d;i11, 1].
En esta situacion, por definicion desabemos que, (F"(a, b)) = 1 cuando
n € {1,..,2°"" — 1} y asi, obtenemos

m(F2 " " Ya,b)) =1 € [1 = 6141, 1].
(by) Si0 <m <21 — 1, entonced — b = (2771 — m — 5)d,,1, por lo que
b+ (27H —m — 8)01 = 1. (2.4)
Por (2.3) y (2.4) deducimos
b+ (27 —m — 2)61 < b+ (27 —m — 8)0i41 — Sip1 = 1 — Gip1,
de donde

b+ néiy1 < 1— 81 paratodon € {0,..., 27 —m — 21, (2.5)
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En esta situaciéon, coma < 27! — 1y m es entero, se tiene que <
2t _ 2. Asi, usando el hecher™! — 2 —m > 0y (2.5) sabemos, por
la definicion de la funciory, quemy(F"(a,b)) = b + nd;y1 cuandon €
{0, ..., 271 —m — 2}, En particular,

m(F* 72 (a,b) = 1= (2= 5)6141.
Comomy(F2'=m=2(a, b)) < 1 — 8,1, podemos asegurar entonces que
mo(F2 = a, b)) = mo(F(F* " 2(a,0))) = 1 — (1 — 8)8;11.

Observando que < s < 1,esl — §;41 < 1— (1 —5s)d;41 < 1,y por tanto
concluimos qué — ;1 < m(F2 "™ 1(a,b)) < 1. Segun la definicién de
la funciong, obtenemos

i+11 61-51 ,1 Si :0,
mwﬁ'ﬂmwz{a el s

1 Si0<m < 2 — 1,

Como consecuencia, de (a) y (b) se sigite ' ~1(a,b) € A2, ;. O

Corolario 2.1.5.1. Sean(a, b) € 1\, e i, el entero positivo que proporciona el Le-
ma 2.1.3. Entonces, para cadac {1,2,...} existen iteradas déa,b) por F' en los
conjuntosA] .,y A? .

Demostracién.Sea(a, b) € 12\ I. Por el Lema 2.1.3 existeg > 1y ng > 0 tales que
Fm™(a,b) € Zona (**) U (***) para (. En esta situacion, el Lema 2.1.4 garantiza que

i 1 1
Froti(a,b) € [% — Eig+1, %) x L.

Aplicamos ahora el Lema 2.1.5 al punftti° ™ (a, b) y obtenemos que

2io+ll 2
F t0(a,b) € Ay

si iy es impar, mientras quE*°" "'t (a,b) € Al | sii, es par.
Como 4 ,, y A} |, estan contenidos en Zona (**) (***) para i, + 1, por el Lema
2.14es

ig+11 n ]_ 1
F20 ot (a,b) € i i1 —5i0+27m) x IL.

En este caso, aplicamos nuevamente el Lema 2.E5°" *"0*1(4,b) y obtenemos
que F207 20" 40 (g p) € Al L, sid, es impar. Procediendo analogamente, se ob-
tiene 27420 4o (q b) € A2, sid, es par. Por tanto, usando recurrentemente
el mismo argumento obtenemos iteradagal®) en los conjuntost; ., y A? |, para
ke{l,2,..}. O
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Lema 2.1.6.Seanw € A7y 3 € A}. Entonces se verifica:
(’l) d(F(Oé), {(QI, 1) T e I[}) < 51 + 6fi+1 Sii par.
(i1) d(F(3),{(z,0):x €I}) < & + 6,1 Siiimpar.

Demostraciéon.La prueba de las dos anteriores propiedades es analoga, e hos
centramos en establecgl). Sea: un entero par y consideremos un elememntc=
(a,b) € A?. Ental caso(a, b) se expresa de la forma

0<t<1,
0<s<1.

(a,b) = <% +te;, 1 — séi) donde{

Distinguimos dos posibles situaciones:

1
(a) 3 <t < 1.| Entonces(a, b) estd en Zona (**) para y por tanto es claro que
a— 5 > 3¢, de donde
i + 0ig1 1 0 + 051 1
————(a— =) =041 > —————¢; — 0jy1 = 2.6
: (a 21) e s 0 (2.6)

Ahora, por (2.6) establecemos qhie- (%(a - 1) - 6Z-+1> > b, de donde
por la Definicion 2.1.1 tenemos que

bt (225 (a— &) =61 ) > b sibe [0, M],
o= 1 (R o)

1 sibe [M,1].
Comob € [1 — §;, 1], entonceg(a,b) > 1 — §; y podemos deducir que
d(F(a,b),{(z,1):z €1}) < + i1

1 1
para cadda, b) € A? que cumplar = 5; + te;, donde; <t < 1.

1 .
(b) |10<t < 3 Ahora, el puntqa, b) estd en Zona (***) para. Entonces

4 4 1
_M(a — =)+ i1 = (1 = 3t)6i41. (2.7)

M = 4
E; 2

Por (2.7) y dé) <t < ; se sigue qué/ < §;;1.

Por otro lado, coméu, b) € A?,_ es ciertoqué > 1—0; = 1—26,,,. Es facil notar
quel — 2611 = 1 — 527 = L2072 > by = 61 y por tantob > 644 > M,
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es decirp € [M,1]. Usando la parte adecuada de la definiciéry debtenemos
g(a,b) =1—(2s+ 1 — 3t)d, ;1. Ahora, se verifica que

1
{1—(25+1—3t)52~+1:O§t<§,0§s§1}
es una expresion que alcanza su minimo cuando la expresién
1

alcanza su maximo, y tal valor se alcanza patal y t = 0. Asi obtenemos, por
la definicion dey, queg(a, b) = 1—(2s+1—3t)0;41 > 1—30;11 = 1—(0;+d;41) Y
como consecuencif{ F'(a,b), {(z,1) : € I}) < §; + ;1 para cadda,b) € A?
tal quea = 5 + te;, con0 < ¢ < 5.

Combinando los resultados que hemos alcanzado en (a) y @tieme(:i) y por lo
dicho antes concluimos la prueba. O

2.1.3. Resolucion de (P1) para la aplicacion de Kolyada

Tras de describir minuciosamente la dinadmica de la apbicede Kolyada, pasamos
a contestar afirmativamente la cuestion antes planteada.

Teorema 2.1.7 La aplicacion triangularF’ definida eri? e introducida en la Definicion
2.1.1, satisface la siguiente propiedad:

wr(a,b) = I, paratodo(a, b) € I?\ Iy, dondel, = PeF) = Fix(F). (2.8)

Demostracion.El hecho de qud, = Pel(F') = Fix(F') se sigue del apartade) del
Teorema 2.1.2. Po otro lado, sgab) un punto erl?\ I,. Fijamos(0,c) € Iy y ¢ > 0.
Seai, el entero positivo tal que el punta, b) € Zona (*) U Zona (**) U Zona (***)
parai, y supongamos, sin pérdida de generalidad, @ues impar, el cas@, par es
analogo.

Dadoe > 0, seai, = max{ig + 2,4, } dondei; es un entero positivo impar verifi-

cando la propiedaQ/ 2%212220 < . Segun el Corolario 2.1.5.1, la elecciénidgarantiza
la existencia de una iterada del puritob) en A? _,. Entonces, por el Lema 2.1.6, la
distancia entre el conjuntdz, 1) : = € I} y la primera iterada del punta, b) en Zona
(*) U Zona (**) U Zona (***) parai, €s menor o igual qu&, + d;,_1.

Por otro lado, la distancia en altura entre dos iteradasecoitisas dea, b) en Zona
(*) U Zona (**) U Zona (***) parai, es menor o igual qu&,, y la ultima iterada de
(a,b) en Zona (*)U Zona (**) U Zona (***) parai, esta enA; , ya que el Lema 2.1.5

127
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asegura la existencia de una iteradadenc Zona (**) U Zona (***) parai, y el Lema
2.1.4 garantiza que existe solo una iterada@) en Zona (**)U Zona (***) parais.
Sea(a, #) una iterada déa, b) en Zona (*)U Zona (**) U Zona (***) parai, tal
que verifiqued(f3, ¢) < d;, + d;,—1. Como el puntd«, /3) pertenece a Zona (ty Zona
(**) U Zona (***) parai,, entoncesy < . Calculamos la siguiente distancia:

21’2—1 .

0< d((O‘?ﬁ)v (070)) =+a?+ (5 - 0)2 < \/<2i21—1) + (512 + 51'2—1)2

] 1 1\ [9+o

- 92ip—2 + 2i2+10 + ia+9 - 92i2+20
/9 + 222

< 92i1+20 <E.

Por tantavr(a, b) = I, para cada puntfu, b) € T2\ . O

Corolario 2.1.7.1. Para la aplicacion triangularF definida enl? e introducida en la
Definicion 2.1.1, describimos exactamente la familig/"):

W(F) =IlyU {(07 C)}ce]l-

Esto resuelve el problema (P1), planteado en la Introdocgiéra la aplicacion
triangular de Kolyada definida d#.

Observacion 2.1.7.1Finalmente, no es dificil notar que con la propiedad (2.8 0bla
para la aplicacion triangular de Kolyada, podemos constplicaciones en el cube-
dimensional™, usando la aplicacion identidad ém— 2) coordenadas, de tal forma que
los conjuntosu-limite de todos sus puntos, excepto los de una cara delduipey son
infinitos y formados por puntos fijos.

Nota 2.1.8. El resultado anterior obtenido para la aplicacion de Kadyadhplica un
comportamiento dinamico sencillo y regular. Esto es soigeate ya que, por un lado,
esta transformacion bidimensional satisface una progiguasee un conjunto-limite
infinito conteniendo un punto fijo) que en el caso unidimemaignplica entropia topo-
I6gica positiva, y por ende, complejidad. Y por otro, compseEcuencia de su aparatosa
definicion la aplicacion ha sido a veces calificada‘d&otica’, en el sentido de poseer
un comportamiento dinamico complejo. Por ejemplo, en [As®firma que el conjun-
to de los puntoso-errantes)(F'), de la aplicaciorF' es diferente del conjunto de los
puntos periodicos (se tiene quec Q(F') si para cada entorrid(x), existe un entero
positivon tal que F"(U) NU # 0). Es obvio, tras el andlisis de la dinamica realizado
en la Seccion 2.1.2, que&(F') = Pel(F)(= Fix(F)).



30 CAPITULO 2. DESCRIBIENDO LA FAMILIA W(F)

Recientemente, véase [KST 04], como aplicacion de lasdasnisadas para es-
tudiar la minimalidad en sistemas dinamicos no autonomasbsene un ejemplo de
una aplicacion triangular cumpliendo la misma propiedadrd®rmidad dinamica que
hemos descrito para la aplicacion de Kolyada.

2.2. Solucién de P1) para un elemento dea (I?)

A la luz de la interesante propiedad de uniformidad dinangica presentan los
puntos del? bajo la iteracion de la aplicacion de Kolyada, en el afio 2@agiprea,
Reich y Smital (véase [BRS 03]) plantearon el siguientelproh:

Encontrar un elementd € Ca(I°) satisfaciendo que todos los puntos del cubo,
excepto aquellos de una de sus caras, que podemos supopérdida de generalidad
I2 = {0} x T2, tienen como mismo conjunto-limite a /2, conjunto que esta formado
por puntos fijos.

Naturalmente, po€ (1) denotaremos a las aplicaciones triangulares definidas en
el cubo unidad, es decir, transformaciones continuas gelcasl® en si mismo de la
forma(z,y,z) — (f(z),9(z,y), h(z,y,2)).

Hemos de hacer hincapié en que este problema consiste esoladién de la si-
tuacion reciproca del problema (P1), al que llamaremoslemud P1). En este caso
tenemos completamente descrito el conjuntoy hemos de encontrar un endomorfis-
mo F'tal queW(F') = W. Se pretende encontrar en dimension mayor de 2 un elemento
con las mismas propiedades dinamicas que la aplicacidgmytriar de Kolyada.

El modo de resolucién del problema que presentaremos ancawton es cons-
tructivo, es decir, definiremos explicitamente la apliéadriangular dé® que posee tal
comportamiento dindmico (véase [BGM 03]). De manera inddjgate y con una apro-
ximacion completamente diferente, P. Sindelarova lo fgswke manera no constructi-
va, es decir, no obtiene una definicion explicita de la apiicasino que la construye
via resultados generales de extension de funciones cast(mgase [S 03]).

2.2.1. Construccion de la aplicacion triangular eri®

Seas > 1 un entero. Consideremos los siguientes valores,

1 1 1
= 93ir10” 0; = 92i+10° Gi = 9i+10

&;

y el intervalo[5:, 5. Ahora, dividamos el anterior intervalo ehsubintervalos de la
misma longitud % = 2°+'%;, que llamaremos respectivamente
1 % -\ 9i+10 1 % - 1410
= E—f-(? —])2 €i,f+(2 —]+1)2 Eil,

Bi,j oi
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dondej € {1,...,2'}. De nuevo, dividimos cad®; ; en tres nuevos subintervalos que
i 2 3 .
llamaremos respectivamen® ;, B7; and B} ;:

(1) BY = [+ (2 = )20 +en &+ (20— j+ 1)2710%,]

(2) B; = [% + (20 = 5)2 %, + €z‘ﬁﬁ2§;1> o T (20— 7)27 %, + €i> ;

(3) BY, = [&+ (2 = )20, & + (21— )20 + 5 )
En estas condiciones, consideremos las siguientes zoifias de
(4) C;; = B;; x I?,
(5) Cf, = Bf, x I dondek € {1,2,3}.
Es facil notar que; ; = C}, U C7, U CY .
Definicién 2.2.1.Introducimos la aplicacion triangular dg*
F(z,y,2) = (f(x), 9(z,y), h(z, 2)),

donde
(A) f : T — T es lafuncién base tipo Kolyada para los valorgs= {¢;}2, =

{3 321

(B) g : I? — I es la aplicacion definida del siguiente modo:

(by) Siiesimpar:
211
» Si(z,y,2) € | U Ci; | UC},, entonces
=1 ’

x? = .
ey 0 siy € [0,6;].

» Si(z,y,2) € C?,, entonces

1721'1

sy = [ CEE = ) 4 B siy e ML)
’ 0 siy € [0, M].

_ (BitBit+1)d 1 Bi+16:
donde) = Cetielbi (g Ly _ S,
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= Si(z,y,2) € C},, entonces

g(zy) =47~ Gttt (p — L) + 6,00 Sty € [0, M),
| 1 siy € [M,1].
dondeM =1+ %@_ RN

(by) Siies par:
201
» Si(z,y,2) € | U Ci; | UCl,, entonces
j=1 ’

y+5l SiyE[O,l—(Si],
g(x,y) = .
1 siy e [1—4;,1].

» Si(x,y,2) € C%,, entonces

Z,Qi’

(BitBit1)di 1 Bit10; .
g(z,y) = y+ g @) - 5T siy €0, M],
1 siy e [M,1].
dondeM =1 — W(ﬂf — Ly 4 Bt
= Si (:Caya Z) S ngi, entonces

sy~ {V T T = )~ G siy e L,
| 0 siy € [0, M].
dondeM = —@itbuilun 1y 45,

Bit1€i
(C)h:I?2 -1
(c;) Sij esimpar:

» Si(z,y,2) € C}, entonces

h(l‘ Z)_ Z—ﬁi SiZG[ﬁi,l],
o siz €0, 5]

= Si(z,y,2) € C};, entonces
WA Lo Brtbut (3 — (& + (20— j)241%,)) + Bin Sz € [M, 1],
T,z) = : _
0 Siz € [0, M].

dondeM = ZFPt (5 — (L 4 (27 — j)27410%,)) — By

i 2
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= Si(z,y,2) € C}; , entonces

Bit1€i

h( ) . Bi(Bi+Bit1) (x N (% + <2i . j)21‘+10€i)) +8; size [O,M],
Tr,z) = .
1 siy e [M,1].

dondeM = 1 + B0t0mn) (o (L4 (20 — j)2i+10¢,)) — ;.

Bit1€i

(c;) Sijespar:

(C,1) Sij=2"
= Si(z,y,2) € C},, entonces
; Siz € 0,1— 0,
a2y = o 2T eI
1 siz e[l - pi,1].

» Si(z,y,2) € C2, , entonces

1,2t 7

Bit+Bit+1 1 ;
+ 2= (r— ) — G sz € |0, M|,
h(z,z) = {Z B (&= 5) = Bina = ]

1 siz € [M,1].
dondeM =1 — 2401y — 1y 4 g, .
» Si(z,y,z2) € C2,, entonces

1721'1
o B (e — ) = B siz e [ML1],
Wz, z) = B i
0 siz € [0, M].

dondeM = — %Pty — Ly 4 3.,

7

(Co2) Sij # 2"
= Si(z,y,2) € C};, entonces
i Siz € 0,1— 23],
oy = 4TSS
1 size[l—p; 1.

= Si(z,y,2) € C};, entonces

Wz, 2) = z+r(x) sizel0,M],
RN B siz e [M,1].

donder; ;(z) = Ztf (z— (% + (2" —5)27%,)) — B y

= 2t

M=1- ri,j(x) .



34 CAPITULO 2. DESCRIBIENDO LA FAMILIA W(F)

= Si(z,y) € C};, entonces

ha,2) = Z o) Sz e L)
0 siz € [0, M].
dondes; ;(z) = % (z — (3 + (20 = j)211%;)) — B,y

M = —SZ‘J‘(ZL‘) .

Observacion 2.2.1.1El comportamiento dinamico de la aplicacion triangadefini-
da anteriormente puede resumirse como sigue (la pruebasege dara en la siguiente
seccion). Por un lado, no es dificil notar que el conjunto wetgs fijos def’ es exac-
tamente la card:. Por otro lado, dado un punta, b, c) € I3\ I el comportamiento de
las segundas y terceras coordenadas de sus iteradas reédiemta zonaC; ; donde
i>1y1<j <2 eselsiguiente (véase también la Figura 2.1):

(a) Segunda coordenad&@upondremos sin pérdida de generalidad gas par, el
caso: impar es analogo cambiando la tendencia de crecimiento rydosax
{0} x Tenlugardd x {1} x I.)

21

(&) [Zona U Ci; | UCl,. | Si una iterada déa, b, ¢) medianteF’ vive en
j=1

esta zona existe, entre cada dos iteradas consecutivas dieahzarl x

{1} x T, un incremento fijo de valof; para las segundas coordenadas. Si

I x {1} x I es alcanzada, las iteradas permanecen alli hasta el final de |

zona.

() |ZonaC;,. | Si una iterada déu, b, ¢) medianteF” vive en esta zona, la se-
gunda coordenada de su imagen posufre un incremento de valor €
[0, ;). Ademas, este incrementoes mas pequefio conforme la iterada ini-

i 4 M A Bit1 . 2
cial estd mas cerca c{gL + ,31+,3¢+1€z} x I2.

(&) |ZonaC?,.. | Si una iterada déa, b,c) medianteF’ vive en esta zona, la
segunda coordenada de su imagen pasufre un decrecimiento de valor
v € (0,6;41]. Ademds, este decrecimienj6 es méas grande conforme la
iterada inicial estd méas cerca fig } x I2.

(b) Tercera coordenadésupondremos sin pérdida de generalidad geepar y para
i no hay restricciones, el cagoimpar es analogo cambiando la tendencia de
crecimiento y usand® x {0} en lugar d€* x {1}.)
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(by) Zona(]i{j. Si una iterada dé¢a, b, ¢c) mediantel” vive en esta zona existe,

entre cada dos iteradas consecutivas hasta alcEnzaf1}, un incremento
fijo de valorg;. SiT? x {1} es alcanzada, las iteradas permanecen alli hasta
el final de la zona.

(b2) | ZonaC?;.|Siunaiterada déu, b, ) medianteF vive en esta zona, la terce-

ra coordenada de su imagen gosufre un incremento de valgre [0, 3;).
Ademas, este incrementoes mas pequefio conforme la iterada incial esta
més cerca dé-; + (2 — 7)270;} x I2.

(bs) ZonaC;ffj. En esta situacion consideraremos dos posibilidades:

(bs;) |Casoj # 2'.|Siunaiterada déu, b, c) mediante vive en esta zona, la
tercera coordenada de su imagen paufre un decrecimiento de valor
¢’ € (0, 5;]. Ademés, este decrecimientbes méas grande conforme la
iterada inicial estd méas cerca flg + (2¢ — j)271%,} x I2.

(bs2) |Casoj = 2'.|Siunaiterada déu, b, c) mediante vive en esta zona, la
tercera coordenada de su imagen pa@ufre un decrecimiento de valor
¢' € (0, B;11]. Ademas, este decrecimientbes méas grande conforme
la iterada incial esta méas cercafg} x I2.

Con el fin de entender mejor el comportamientden la Figura 2.1 puede obser-
varse el movimiento de las iteradas del pufitol, 1) mediante la accion d&€' en las
primeras zonas del cubo.

Nota 2.2.2.En lo que respecta a la Figura 2.1, para cada entero positias itera-
das de(1,1,1) en zona[s;, z+] x I* pueden pensarse como el moviento a través de
una cierta‘poligonal discretaque se compone d& “segmentds Tales segmentos (es
decir, la proyeccién de sus segundas y terceras coorderegpsstivamente) recorren
simultaneamente el intervalcen la direccion de los ejes OY y OZ. Cuande- oo, la
poligonal es asintéticamente densalgrEl resto de puntos dE\ I tienen un compor-
tamiento similar.

2.2.2. Andlisis de la dinamica

En esta seccion estudiaremos el comportamiento dinamitadds los puntos con-
tenidos en las diferentes zonas del cubo, anteriormenteidbei bajo la iteracion de
aplicacion F' introducida en la Definicion 2.2.1. Al igual que en la seccainerior,
medianteX(-) denotaremos a la funcion parte entera.

Lema 2.2.3.Sea(a,b,c¢) € I3\I3. Entonces existen enteros no negatiwgsio Y Jjo
(i, jo > 1) tales queF™ (a,b,c) € C2 . UC?

10,70 10,J0"
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(o)
D) A
A
Go)
:.'. '.i ..- i . !
(LLD) . .. i -'. ; .'g 4!.. (0.0.0)
. i ! < ! e o!
: . ~ i . : [ S
> o % ! . ! 1 e LI
e %! . ! . _.m """
.: 5 .i- . i .......................... h r-.
. : e & ] ! ole
¥ I I .
............... ‘ : - (%%0)
.o

as

0=
S

=

Figura 2.1: Cubo

Demostracion.Seani, y j, l0s enteros positivos tales q@e b, ¢) € C;, j,. Si el punto
(a,b,c) € C2 . UC? ., entonces el resultado se sigue inmediatamente tomaned).

10,70 20,70
Por tanto, en el resto de la prueba podemos considerafaqtig:) € C} ;. Seal =
a — (55 + (20 — jo)210™%, 4 ¢,) la distancia entre el punt@, b, c) y el conjunto
{555 + (20 — jo)2"0H0%; + &, } x I?. Evidentementd, > 0 ya que(a,b,c) ¢ C ;U
C3 .- Sean; = E(%). Por definicion,f(z) = = — ¢;, cuandox € B; ;. Entonces,
después de, iteraciones se tiene
1 ‘ .
0< f"(a) — (2—0 + (2 — jg)20 0%, + eio) < Ejy- (2.9)
Sean, := n; + 1. Entonces usando (2.9) obtenemos, por un lado
n 1 % - 19+10
Fo(a) = (g + 20— )2 ey + ey ) =
(2.10)

1 S
P = e = (g + 29 - )2 sy ) < =0
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y por otro lado

Pota) = (g + (20 = e, ) =
(2.11)

v

1 L
fnl (a) —&iy — (% + (QZO — ]0)2 0+106io) 0.

U B3

%0,J0”’

De (2.10) y (2.11) se deduce qiie¢°(a) € B;
F™(a,b,c) pertenece &2 . UC?

10,70 10,70 "

de donde se obtiene que
0]

Para cada par de enteros positivgsl < j < 2¢, introducimos el siguiente interva-
lo:

1 . . 1 . .
A= b + (2° — 5)27 0%, — ¢, 5 + (2" — j)2l+1°sl-) .

Lema 2.2.4.Sean y j enteros positivos. i, b, ¢) € Cﬁju(}fjj, entonces las siguientes
propiedades se satisfacen:

(a) sij =2/, entonces ' (a,b,c) € [5: — €141, 5) X [2,
(b) sil <j < 2', entonced ' (a,b,c) € A, ; x I

Demostracién.Sea(a,b,c) € C7, U C?,. Entoncesu € |4, 5 +¢&;) y por tanto

a= 2i + te; dondel < t < 1. De la definicion de la funciorf, se deduce que

2! 2! 2—11 sit — 1.

1 1 L _ ¢, sit=0,
f(a):f(_+t€i)I(t—1)5i+1—|——:{2 +
lo que garantiza qué(a) € [3 — €i41, 5 ) Y POr tantoF (a, b, ¢) € [ — €41, 57) X I2
finalizando la prueba de (a). Para establecer (b), consieran puntda, b, c) € C7;U
C2; C |3 +ei, 7=r) conl < j < 2°. Asi, el puntou pertenece al conjuntd,; ; + {e;}.
Entonces, por la definicion dg se tienef(a) = a — ¢; € A;; y por consiguiente

F(a,b,c) € A;; x I, finalizando la prueba. O

Para cada par de enteros positivog 1 < j < 2¢, introducimos los siguientes
conjuntos:

4 Al x Tx [0, 8] si j es impar
YA xIx [1-G,1] sijespar

dondeA}; = B}, U BZ, = [£ + (20 — )27"1%;, & + (20 — j)2111%, + &;).

Lema 2.2.5.Seani y j enteros positivos. Las siguientes propiedades se satisfac
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a) si(a,b,c) € A;; x 2 dondel < j < 2, entonced™? " ~(a, b, c) € A; 11,
7] ’j+
(b) si(a,b,c) € [& —cir1, %) x I2, entonces® "' ~1(a,b,¢) € Ayi11.

Demostracion.(a) Sea(a, b, ¢) un punto en el conjuntd, ; x I? dondel < j < 2.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidadj gsempar (la prueba en el cagpar
es andloga). En estas condiciones; o + (2¢ — j)27"%; — tg; con0 < ¢t < 1. Sea
m=~F (ﬁ) Entonces: = (m + s)3; con0 < s < 1y 0 < m < 271% Por tanto,

. 0<t<l,
(a,b,c) = (E + (28 — 5)27 1%, — tey, b, (m + s)ﬁi) donde< 0 < s < 1,
0 S m S 2i+10_

Ahora, estudiaremos la primera y la tercera coordenadaaigraente.
Primera coordenad&€omo

1 A . 1 . . .
d (5 + (QZ — j)2l+105i — &4, ? + (QZ - (j + 1))214-10& + €Z~) = (214_10 — 2)6@,

entonces por la definicion dése tiene que

1 , . 1 A ,
f”(a) c |:§ 4 (22 o (] 4 1))2Z+108i + &5, = 4 (22 _j)22+108i)

2

cuandon € {0, 1, ...,2°71% — 2}, Por tanto,

i 1 i 2 .
f2 +1O_2(a) _ ? + (21 . j)QH—lOgi . (t 4 2Z+10 _ 2)61 (212)

1 . 4
+ (28 = (j + 1))2%; + &,

) € |5

1 . )
5+ (2" — j)2‘+105i) . (2.13)

Bajo estas condiciones, (2.12) y (2.13) nos permiten @squie

P a) = 17T )
— f(% + (2i o j)2i+105i . (t + 2i+10 . 2)5i)

1 . . .
— E 4 (21 o j)21+108i - (t 4 21+1O o 1)51
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Ahora, analizaremos a qué conjunto pertengce '~ (a). Como0 < ¢ < 1 se tiene

1 , , 1 . 4 ,
E 4 (21 o (] 4 1))2z+106i < E 4 (21 _ j)21+108i _ (t 4 2z+10 o 1)&

1 A A

<@ =+ 1))27% e
y esto implica que®™ "~ 1(a) € A, ;.
Tercera coordenad&upongamos que = 2710, En este caso se verifica que= 1y
F?"" M a,b,1) € Af < Tx {1} © Aijyr yaqueh(z, 1) = Lsi(z,y,2) € Cf ..
Asi, consideraremos en el resto de la pruebamquet 2¢71°. Comprobaremos que
m3(F2"Ya,b,¢)) € [1 — ;1] donder; : I? — I denota la proyeccién canénica
en la tercera coordenada. En efecto, como el paramqisstenece &, 1) se tiene la
siguiente desigualdad

27 —m—1)8 < (27 = m - 5)8 < (27 —m) ;. (2.14)
Ahora, consideremos dos posibles situaciones: Si 20719 — 1, entonces
0<d((a,bc),Px{1})=1—-c=1—(m+3s)8i = (1—25)3 < B,

de dondec € [1 — 3;,1) C [1 — G, 1]. En estas condiciones, por la definicion de
h, sabemos quers(F™(a,b,c)) = 1 cuandon € {1,2,...,2°7% — 1} y por tanto
m3(F2"Ya,b,¢)) € [1 — 3,1]. Por otro lado sih < m < 210 — 1, entonces

1 —c= (211 —m — s5)3; y por tanto

c+ (271 —m —5)B; = 1. (2.15)
Por (2.14) y (2.15) podemos escribir

c+ M —m -2 =c+ 2 —m - 1)p; - 3
<c+ (270 —m —$)8 — 5
—1-4,

de donde se deduce que
c+npB; <1— B paracada € {0,1,...,2°7% —m — 2} (2.16)

Ahora, por (2.16) la definicion de la aplicacibigarantiza quers(F™(a, b, ¢)) = c+np;
cuandon € {0, 1, ...,27"10 —m — 2}, En particular,

T3 (F2 2, be)) =1 - (2—8)3 < 1 — ;.
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Por tanto, se obtiene que
w3 (F2 "7 (a, b)) = m3(F(FZ 7" 2(a,b,¢))) = 1 — (1 — s)8;.

Como_O < s < 1,entonced — ; < 1— (1 —s)5; < 1y se concluye qué — 3; <
my(F277=m=1(q b, ¢)) < 1. Segun la definicién d,

@6[1—ﬁ“1] Sim:O,
1 Si0<m < 2010 _ 1,

m3(F* " (a,b,c)) = {

Por las consideraciones realizadas con la primera y tecoeralenadas, se obtiene que
F*"Ya,b,c) € A xIx [L—F;,1] = A 41 Si(a,b,c) € Ay x 2, 1< j <2

(7 impar) finalizando la prueba de (a). La prueba de la parteq@ndloga a la de la
parte (a), casg par, dondey; + (2 — j)2'+1%; y ¢, deben ser cambiados pgry e;,1
respectivamente. O

Corolario 2.2.5.1. Sea(a, b,c) € I3\I? y seai, el entero positivo dado por el Lema
2.2.3. Entonces, para cadac {1,2,...} y1 < [ < 2©** enteros, existen iteradas de
(a, b, c) por F en el conjuntad; ;.

Demostracion.Para establecer el resultado procederemos por induccién ®ea un
punto(a, b, c) € I3\ I y supongamos quie= 1. Segun el Lema 2.2.3 existéf jo > 1

y no > 0 tales queF™ (a,b,c) € C7 . UC} . . En estas condiciones, existe una iterada
de(a, b, c) mediante” en el conjuntqﬁfmw0 UCi)m. En efecto, sj = 2 el resultado se
cumple. Sij, < 2%, entonces la parte (b) del Lema 2.2.4 garantizalge ! (a, b, c) €
Ay, jo % I?. Aplicando la parte (a) del Lema 2.2.5 al purfté°*!(a, b, c), obtenemos
que

2i0+10 |y 2 3
F (a, ba C) € Aio,joJrl - Ciodo-l—l U CioJo-l—l'

Usando recurrentemen2& — j, veces este argumento (aplicar sucesivamente la parte
(b) del Lema 2.2.4 y parte (a) del Lema 2.2.5). existe un enter> 1 tal que

2 3
M (CL, b, C) c Aio,QiO C C~072¢0 U 0-0722'0 .

K [

En esta situacion, por la parte (a) del Lema 2.2'4,7 (a, b, c) € [ — €ig41, 515 ) X%

Si aplicamos la parte (b) del Lema 2.2.5'& ™ (a, b, c), Se obtiene
F2i0+11+n1 (CL, b, C) S A’io—f—l,l C 0204_171 U Olgo-i-l,l’

(2

Procediendo de la misma manera (aplicar sucesivamentet@a(padel Lema 2.2.4y
parte (b) del Lema 2.2.5),— 1 veces,l <[ < 2+l concluimos que existen iteradas
del punto(a, b, ¢c) mediantel” en los conjuntost;, ;. Supongamos, como hipoétesis de
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induccion, que el resultado es cierto para 1. Entonces si = 270+*, existe un entero
ny, > 1tal que

LuUC?

Nk . 2
F (a, b, C) c Ai0+k},27’0+k C C Zo+k,2i0+k'

ig+k,2t0F
Por la parte (a) del Lema 2.2.87 " (a,b,c) € [ga5F — ig+hr1, 3urr) X I2. La parte
(b) del Lema 2.2.5 aplicada&* ! (a, b, c) garantiza que

2i0+k+11+nk 2 3
F (a,,¢) € Ajgrrr1,1 C Ci a1 U Cht i1

Con las mismas ideas, ér- 1 pasos, encontramos iteradas del punt®, c) mediante
F en los conjuntosd,, 115, 1 < 1 < 20+k+1 o que establece el paso inductivo y
finaliza la prueba. [

Lema 2.2.6.Seani y 1 < j < 2¢ enteros positivos. Sii, b, c) € A, ;, se verifican las

siguientes condiciones:
@) d(F((a;b,¢)),{(z,y,1): z,y € I}) < 25; sij es par,
(b) d(F((a,b,¢)),{(z,y,0): z,y € I}) < 2; sij esimpar.

Demostracion.Como las pruebas de las dos propiedades son analagas @4lpaet
analoga (8), probaremos por ejemplo la parte (a). Sam entero positivo y consi-
deremos un puntfa, b,c) € A;; dondel < j < 2' es par. Distinguimos entre dos
posibilidades:

2,71

(a)) Sij =2 entoncest; i = [4, 2 +¢;) x I x [1— 3, 1]. Por tanto(a, b, ¢) puede
escribirse como

0<t<1,

0<s<1.

(a,b,c) = <% +te;, b, 1 — sﬁi) donde{

(a,1) Sii <t <1, entoncesa,b,c) € C?,:. Por tantog = 5 +ig; > 3 + 364,
de donde
&
Ahora, de (2.17) establecemos que

(0= o) = B 20 (2.17)

=) — Piy1 = ¢
c 21) Bit1 = ¢

Entonces, usando la parte (¢ de la definicion dé
c+%(a— 2—17) — Biy1 > ¢ Sice [0, M],
h(av C) = ° .
1 Sice [M,1].
Comoc € [1 — f3;, 1], entoncesi(a, ¢) > 1 — [3; y podemos deducir que
d(F(a’7 ba C)u {(:E7y7 1) HERSTS I[}) < ﬁz < Qﬁz
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(a2) SI0O <t < % entoncesa, b, c) € 0227-, y por tanto

(&)

M = (a— =)+ By = (1=3t)Bi1 < Bisa- (2.18)

_Bi+ Bin 1
g 21

Por otro lado, comda, b,c) € A; 5 esclaro que > 1 — 3, = 1 — 28;44.
Ahora, es facil comprobar que

2 2i+11 -9 1
1 =20 =1~ oIl girll | © girdl it

y asic > [3,41. Entonces por (2.18), > (5,1 > M, es decire € [M, 1].
Usando la parte (g) de la definicion dé., establecemos que

h(a,c) =1—(2s+ 1 —3t)Bi11.

La expresion
1
alcanza su valor minimo cuando
1
{(28+1—3t)ﬁ2+10§t< g,OSSSl}

alcanza su maximo, y tal valor se alcanza cuandoly t = 0. Por tanto,
h(a, C) =1- (28 +1-— 3t)6@+1 Z 1— SﬁiJrl =1- (ﬁz + ﬁiJrl)’ Yy como
consecuencia,

d(F(a’7 bv C)u {(:E7y7 1) LY € ]I}) S ﬁz + ﬁi-i—l < 2ﬁz
Sij < 2', entoncesd; ; = A ; x I x [1 — 3, 1]. Ahora, (a, b, c) se escribe
de la forma

1

(a,b,c) = <§ + (2 — )27 %; + te;, b, 1 — sﬁi)

0<t
donde{ -
0<

1,
s <1.

IA A

(&) Si % <t < 1, la prueba es andloga a la parte;jadonde el valor:

debe sustituirse paf + (2 — j)2"'%,. La raz6n de esta analogia, con
el anterior cambio, esta generada porque la definicidneteC?,, y en
C?j,j <2, eslamisma,
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(a2) SI0<t< % entoncesa, b, c) € (Jﬁj,j < 2¢. Por tanto,

Bi(Bi + Bit1) (a
Bit1€i

= (1-3t)p; < B

M= — — (% + (2" — j)2i+105i)) + 5;

(2.19)

Por otro lado, comda, b, c) € A, ; es claro que > 1 — ;. Ahora, es
facil comprobar que

1 2i+10 -1 1
1-fFi=1- 9i+10 9i+10 > 9it10 Gi

y asic > [3;. Ahora, por (2.19) se tiene que> 3; > M, es decir,
¢ € [M,1]. Usando la parte () de la definicion de:, establecemos
que

h(a,c)=1—(s+1—3t)5;.

La expresion{1 — (s +1—3t)5;: 0<t < $,0<s <1} es minima
cuando{(s +1-3)5;:0<t< %,0 <s< 1} es maxima, y tal valor
se alcanza cuando = 1y ¢t = 0. De tal manera se tiené(a,c) =
1—(s+1-3t)5; >1—23;, ycomo consecuencia

d(F(a,b,c),{(z,y,1):x,y € I}) <20,

Combinado los resultados que hemos obtenido eny(éa,) se establece la parte (a)
finalizando la prueba. O

Lema 2.2.7.Sea(a, b, c¢) € Cy, ;, dondeiyp > 1y 1 < jy < 2/ son enteros. Sedn> 2,
1 < j < 20*k enteros yr € 1. Entonces, existe un enterg > 0 satisfaciendo las
siguientes condiciones:

(a) Fmo (a, b, C) c CZ'OJrkJ',
(b) d(ﬁfﬂ(Fno (a> bv C)), T) < 2ﬁio+/€'

Demostracién.Supongamos, sin pérdida de generalidad, ges impar (la prueba del
casoj par es analogo). Como el punt@ b, c) € C;, ;. k > 2y 1 < j < 210FF por el
Corolario 2.2.5.1 existe un enteng > 0 tal que

0,07

Aig k-1 sij#1,

io+k—1,210+k—1 Sl ) = 1.

F™(a,b,c) € { (2.20)
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Por la parte (a) del Lema 2.2.6,
d(Fnl+1(a7 bu C)7 {(l’,y, 1) HEPNTNS I[}) < 25i0+k7 (221)

dondeF™*!(a,b, ¢) es la primera iterada mediantede (a, b, ¢) en la zonaC;, 1 ;. Por

2 3 2
(23.20), COmOAZO+k7]_1 - Oio+l€,j—1 UOZO-"-k‘,]—l y Ai0+k7172i0+k71 C Oi0+k71,2i0+k71 U
(Jmkimiw,l, el Lema 2.2.4 garantiza que

Aigykj1 X I? sij # 1,

1 1 2 P —
[W —&wmm) xI* sij=1

F"*(a,b,c) € {

En estas condiciones, el Lema 2.2.5 asegura que la ultins@éele(a, b, c) mediante
Fenlazona . , F+2""" (a, b, c), satisface

Fn1+2i0+k+10(a b C) c Ai0+k7j SI] 7é L
AZ'OJ’,]{’:[ Slj =1.

Por tanto F™ 2" (4, b, ¢) € Ay, 11, de donde se deduce
d(F™F 2 a,b,e), {(2,9,0) - 2,y € 1)) < Big sk (2.22)

Por otro lado, por la parte {pde la Observacion 2.2.1.%3 {mpar), siF"(a,b,c) y
F"t(a,b, c) pertenecen &}, ; entonces,

d(ms(F™(a,b,c)), m3(F"(a,b,¢))) < Bigsk- (2.23)
Sir e I, por(2.21),(2.22) y (2.23) existe un enterp> 0 satisfaciendo (a) y (b). [

Los anteriores resultados tenian el objetivo de servir doan@mientas para probar
el Lema 2.2.7, un punto esencial en la resolucion del prodbldeh Lema 2.2.7 nos
proporciona una propiedad acerca de las terceras coomenizdlas iteradas de los
puntos dd?\ /2, esto es , una propiedad sobre la fundiéEn lo que sigue, intentaremos
obtener un resultado semejante al Lema 2.2.7 para las ssgendrdenadas de las
iteradas de los puntos que vivenBR/z.

Lema 2.2.8.Sea(a, b, c) € I*\ 2. Entonces existen enterag > 0 e i, > 1 tales que
F"o(a,b,c) € C2 i, UCT

20,2i0 '
Demostracion.La prueba es inmediata ya que por el Corolario 2.2.5.1 existéeros
no > 0 eig > 1tales queF™ (a, b, c) € A, 0 C C? ,,, UC? O

ip,2%0 i0,2%0 "

Para cada entero positivpintroducimos los siguientes conjuntos:

Al x[1—=0;,1] x1I siiespar

A = {A;,zi x [0,0;] x I Sii es impar
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Lema 2.2.9. Seai un entero positivo. Sia,b,c) € [% —eit1,2) x 2, entonces
F2™"=1(a, b, ¢) pertenece &, ;.

Demostracion.Analoga a la parte (b) del Lema 2.2.5. O

Corolario 2.2.9.1. Sean(a, b, ¢) € I3\ I ei, el entero positivo dado por el Lema 2.2.8.
Entonces, para cada € {1,2,...} existen iteradas del punt@, b, c) medianteF' en
los conjuntos4;, .

Demostracién.Analoga a la prueba del Corolario 2.2.5.1 pero en este casemss la
parte (a) del Lema 2.2.4y los Lemas 2.2.8y 2.2.9 en lugarsledmas 2.2.4, 2.2.3y
2.2.5, respectivamente. O

Lema 2.2.10.Seai un entero positivo. Sia, b, ¢) € A;, entonces las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

(@) d(F((a,b,c)), {(x,1,2):x,z € I}) < ; + ;41 Sii €s par,
(b) d(F((a,b,c)),{(z,0,2):x,z € I}) < 0; + ;41 Sii s impar.

Demostracion.La prueba de las dos partes es anéloga a la prueba de g partel

Lema 2.2.6. O
270

Lema 2.2.11.Seani, y k > 2 enteros positivos; € 1y (a,b,¢c) € |J C, ;. Entonces,
j=1

existe un entera, > 0 satisfaciendo las siguientes propiedades:

2io+k

(a) F”O(a’ b7 C) € U OZ‘O‘H&J"
=1

J
(b) d(ﬂ-2(Fn0 (a'7 ba C))u Q) < 5i0+k? + 5io+k—1-

Demostracion.Analoga a la prueba del Lema 2.2.7 usando el Corolario 2,2BLema
2.2.4 parte (a), los Lemas 2.2.9, 2.2.10 y la parfgda la Observacion 2.2.1.1 en lugar
del Corolario 2.2.5.1, los Lemas 2.2.4, 2.2.5, 2.2.6 y ldaepén) de la Observaciéon
2.2.1.1, respectivamente. O

2.2.3. Resolucién deR1)

Tras el andlisis de la dinamica de la aplicacidrpasamos a probar quéresuelve
el problemaP1) para la familia de conjuntos &h A = {13} U {(0,b,¢)} ¢ er2-

Teorema 2.2.12.La aplicacion triangularF enI?, introducida en la Definicion 2.2.1,
satisface las siguientes propiedades de uniformidad dicgm
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(A) si(a,b,c) € 12, entoncesvr(a, b, c) = {(a,b,c)} yPelF) = Fix(F) = I2,
(B) si(a,b,c) € T\12, entoncesvr(a,b, c) = I2.

Demostracion.(A) Obviamente por la continuidad de, todos los puntos dé? son
fijos medianteF. Por tanto, sia, b, c) € IZ su conjuntav-limite es{(a, b, c)}.

(B) Sea(a, b, c) € I3\I2. Primero, comprobamos qug¢ C wr(a, b,c). En efecto,
sean(0,p,q) € 12y e > 0 elementos fijos. Seailg > 1y 1 < j, < 2% enteros tales
que(a, b, c) pertenece &, ;,. Ahora, elegimos un enterig > 1 tal quegz— < 5y
definimosi, = max{io+2,i;+1}. Comoiy > iy +2, por el Lema 2.2.11 exist&, > 0

tal que
212

F”O(a, b, C) S U Cig,j
j=1

d (7T2 (Fno(a’ bu C)) 7p) S 5@'2 + 5@'271- (224)
Seaj,; € {1,2,...,22} el entero tal qué™™(a,b,c) € C;, ;,. COMoiy > ig + 2, por el
Lema 2.2.7 existe; > 0 tal que

F™(a,b,c) € C;

2,J2

y
d(ﬁfﬂ(Fnl ((l, b> C))7 q) S 25@2 (225)
Ahora, acotaremod(m,(F (a, b, ¢)), p). En efecto, la longitud d&;, ;, es = (véase
el inicio de la Seccién 2.2.1). Comg2 = —32— = 22710 el nimero de iteradas
2 22 F10

de (a,b,c) medianteF en la zonaB,, ;, €s como maxime=*'% + 1. Por tanto, si
F™(a,b,c)y F™(a,b,c) son respectivamente la primera y la Ultima iterada en la zona
Ci,.j»» POI la parte (g de la Observacion 2.2.1.1

d(ma(F"(a, b, c)), ma(F"(a, b, c))) < 227106,
y la sucesionmy(F"(a, b, ¢))}5°, €s creciente o decreciente €y ;,, de donde
d(ma(F™(a,b,c)), ma(F™ (a,b,c))) < 227106, (2.26)
Por (2.24) y (2.26), usando la desigualdad triangular
d(ma(F™ (a,b,¢)),p) < (22110 4+ 5)5,,. (2.27)

Ahora, si(«, 3,7v) := F™(a,b,c), cOMOF™ (a,b,c) € C;

1
202 — 1

entonces

2,J21

a< (2.28)
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Por (2.27),
i 1 €
d(B,q) < (22710 4 5)§,, < 51 < 5 (2.29)
y por (2.25),
1 €

Como(a, 8,v) € C,, j,, por la definicion def esa # 0y asi(a, 8,7) # (0, p, q). Por
tanto, por (2.28), (2.29) y (2.30) obtenemos que

0 <d((e3,7),(0,p,0)) = Va2 + (B —p) + (v -9 <\ <&
de donde se concluye quig C wr(a, b, c).

Ahora, para probar quer(a, b, ¢c) C 12, mostraremos que si un pun@ ¢, r) ¢ 12,
entoncesp, ¢,r) ¢ wr(a, b, c). En efecto, seép, ¢, 7) un punto que no pertenezcda
Entonces, comg # 0y f"(a) — 0 cuandon — oo, existe un entero positiva, tal
quep — f™(a) > 0. Seac’ = LZO““) > (. Entonces, como la sucesifii"(a)}>2, es
decreciente,

p—f"a)=p—f"(a)>¢
para cada entere > m,, de modo qué((p,q,r), F"(a,b,c)) > p — f*(a) > ¢’ para
cada entera > my. Por tanto(p, q,r) ¢ wr(a, b, c) y la prueba finaliza. O

Corolario 2.2.12.1.Si F es la aplicacion triangular effi® introducida en la Definicion
2.2.1, entonces
W(F) = ]02 U {(07 b> C)}(b,c)e]l2~

Nota 2.2.13.La construccion presentada en la Definicion 2.2.1, resudlpeoblema
(P1) para los conjuntos propuestos en [BRS 03] como hemosrobanio anteriormen-
te. Por el contrario, el método planteado en la Observacidii.2 no es satisfactorio en
este caso, al proporcionar una aplicacion (triangulaenI® verificando que para cada
z € Lwe(z,y, 2) = {0} x I x {z} formado por puntos fijos. Ambas construcciones sa-
tisfacen que todos sus puntos posedimite infinito formado por puntos fijos, excepto
los puntos de la carg que son fijos. La diferencia entfey F (véase Definicion 2.2.1)
es quer’, ademas, satisface la propiedad de uniformidad dinAmicaedos conjuntos
w-limite de todos los puntos del cubo, excepto lodgleson iguales d2.

Una cuestion a estudiar en el futuro, es analizar si se puentsar una solucion
al problemaP1) para los conjuntos propuestos en [BRS 03] que sea difalde.
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CAPITULO 2. DESCRIBIENDO LA FAMILIA W(F)




Capitulo 3

Aplicaciones universales para/V r

SeaX un espacio métrico compactoy C C(X) una clase de aplicaciones. En
este capitulo, estudiaremos el problema (P2) de la existdecelementos universales
enF con respecto a la familig)» de todos los posibles conjunteslimite engendra-
dos por los elementos de la clage Como ya se comento6 en la introduccion, esto lo
realizaremos en los dos sentidos propuestos por Bruckr|8r @3].

Definicion 3.0.14.Un elementa) € F es universal con respecto a los conjuntes
limite generados por la clasg, si para cada conjuntal € W existe un punta 4 € X
tal quew, (z4) = A. Es decir, si ocurréV () = Wr.

Definicion 3.0.15.Un elementoy € F se llamara universal en sentido débil (d-
universal) con respecto a los conjuntodimite generados por la clasg, si para cada
conjuntoA € Wy existe un homeomorfismid, : X — X y un puntoz, tal que
wy(xa) = Ha(A). Es decir, si ocurre quél4(A) € W().

Con relacion a este problema, el Unico resultado existangéé@btenido por Smital
y Pokluda en [SP 00], donde construyen una funcion d-urav@esaV (.

En el desarrollo del capitulo probaremos que cuando la ¢faee la de todas las
aplicaciones continuas, no existen elementos universalés mayor parte de los es-
pacios métricos compactos. Por otro lado, si nos restriogianla clas&€ (I?) y con-
sideramos intervalos contenidos en la fithraconstruiremos una aplicacién triangular
universal para dichos conjuntos (véase Seccion 3.2 ). Asimpara el caso débil, de-
mostraremos que el resultado afirmativo que se tiene cudmdpacioX es el interva-
lo compacto unidad, no es cierto, ni para variedades compactiimensionales con
m > 1 que no sean arcos, ni para grafos que no sean arcos.

49
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3.1. Universalidad

SeaX un espacio métrico compactay = C(X). El problema que analizamos en
esta seccion es el de la existencia o no de una aplicacién C(X) tal que W (v)
coincida con la familia\,x) de todos los posibles conjuntaslimite generados por
los elementos dé(X).

Definicion 3.1.1. SeaX un espacio métrico compacto. Diremos gXi@s un espacio
w-degenerado siVe(x) = {{z} : « € X}.

Ejemplos de espacios-degenerados son por ejemplo= {x}, es decir, el espacio
formado por un solo elementaunrigido continuq es decir, un espacio métrico, com-
pacto y conexo que Unicamente admite como endomorfismomuaosata la aplicacion
identidad y a las aplicaciones constantes.

Proposicion 3.1.2.SeaX un espacio métrico compacte-degenerado. Entonces, se
verifican las siguientes propiedades:

(a) X es conexo,

(b) para caday € C(X)y cadaxr € X la sucesiony"(z))>, converge a un punto
fijo.

Demostracion.(a) Supongamos qu& no es conexo. Entonces existen conjuntos dis-
juntos abiertos y cerradaos;, X, tales queX = X; U X,. Tomemos cualquier punto
1 € X1 Y zy € X,y. Definamos) actuando sobr& comoy(X;) = zo Yy ¥(Xs) = ;.
La aplicaciony es continua sobrE y {x, 25} es conjuntav-limite contradiciendo el
gueX esw-degenerado.

(b) La sucesioriy™(z))2, sélo posee un punto limite (el conjunteimite dex es
un punto). Por la invarianza de los conjuniefimite, dicho punto ha de ser fijo. O

Es evidente que el problema de encontrar una aplicaciorersalven el caso en
queX es un espaci@-degenerado es inmediato. La aplicacion identidad defenda
satisface la propiedad requerida. El problema queda rédatcaso de espacios que ad-
miten aplicaciones continuas generando conjuattisite diferentes de los conjuntos
unipuntuales.

Teorema 3.1.3.SeaX un espacio métrico compacto nedegenerado. Entonces, no
existe ninguna aplicacion universal con respecto a los wotgsw-limite generados
por los elementos d&(X).



3.2. UNIVERSALIDAD EN Ca(I?) PARA INTERVALOS CONTENIDOS EN FIBRAS 51

Demostracion.Supongamos que existac C(X) universal con respecto a los elemen-
tos de la familiaVx). Como la aplicacion identidad tde C(X), entonces

{{l‘} T E X} S Wc(x).

Teniendo en cuenta que los conjuntedimite son fuertemente invariantes y que
satisfacelV(v) = Wex) al ser una aplicacion universal, entonaes= Idx. Asi,
Wex) = W) = W(ldx) = {{z} : € X}, lo que implica que el espaci¥ esw-
degenerado incurriendo en una contradiccion. Por tantes&s condiciones no existe
aplicacioén universal. O

Definicion 3.1.4. SeaX un espacio métrico compactay C C(X) una clase de apli-
caciones continuas. Diremos que el espakies w-degenerado paraF si Wy =

{{z}:z e X}.

Corolario 3.1.4.1. SeaX un espacio meétrico compacto nedegenerado para una fa-
milia 7 C C(X) tal queldx € F. Entonces, no existe ninguna aplicacion universal con
respecto a los conjuntas-limite generados por los elementosde

Ante el caracter negativo de los resultados anteriorescparmzonable el plantea-
miento del problema de la existencia de aplicaciones usaes reduciendo la familia
de conjuntosv-limite respecto de la cual se tiene la universalidad. Es,dsmsiderar
A C Wy y analizar la existencia de elementoss F tales queV(v) = A. En la si-
guiente seccion presentamos un resultado en esta linedapdase de la aplicaciones
triangulares eii? (véase [BGM 02]).

3.2. Universalidad enCx(T?) para intervalos contenidos
en fibras

Consideraremos aplicaciones triangulared’rPor el Teorema 1.3.5, fijada una
fibra en el cuadrado unidad que podemos tomar, sin pérdidarggaidad, igual d,,
sabemos que la familia de conjuntos tipo intervalo conteneh dicha fibra,

A={{0} x[a,b] :a <), a,beT},

es un subconjunto d&/.2). En estas condiciones probaremos en esta seccion, y lo
definiremos explicitamente, que existe un eleméhto C (1%) universal para la familia

de conjuntosA4, es decir, verificando que/(F') = A. Obsérvese que para este elemento
se resuelve también el problema (P1), al tenerse complatardescrita a la familia de
todos los conjuntos-limite que produce.
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3.2.1. Construccion del elemento universal
Parai € {1,2,...} searg; y ¢; los siguientes valores:

1 1
T 92i+10° ¢ 9it10°
Seai un entero positivo. Consideremos el intervajo= [, 7] y dividamoslo en

21710 conjuntos del siguiente modo

&;

2i+10_1

1 1 1

n=0
Por otro lado, para cada < {0,...,2°"'° — 1}, consideremos las siguientes dos zonas
del?:
(a) Afm = [gi + ne;, gi +(n+ %)gi] x I,
(b) Ay =[Z+(n+Yei, &+ (n+1)e] x L
Para las zonas previas, es facil notar que se verifica
1 1 . .
i TN oy + (n+1)e| xI=A,,UA ,

2i+10_1

U “A,u4)=1xL

n=0

Definicién 3.2.1. Introducimos la siguiente aplicacion triangular éft

F(z,y) = (f(x),9(z,y))

donde
(A) f : T — 1, es la funcion base tipo Kolyada para los valores= {¢;}3°, =

{gmm }i20-

(B)g:I2 -1
(b;) Sea impar:
- Sin=0,

= para(z,y) € Aj,, definimos

gy i B hea syen
9(z,y) = ' i
0 siy € [0, M],

dondeM = 2:(z — &) — d;;

21
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= para(z,y) € A, definimos

g y) = Yy — 265—“(33 - 2_1z) + 01 Siy € [0, M],
’ 1 siy e [M, 1],
dondelM =1+ 2 (x — L) — 6y
- Sin € {1,2,..,2+10 1},
= para(z,y) € Al ,, definimos

y—i—‘%(m—(%—i—na))—i—éi siy € [M, 1],
g(r,y) = i .
0 siy € [0, M],

dondeM = % (z — (3 +ney)) — di;

&

» para(z,y) € A’ ,, definimos

n,1?
gy B @ Grns) — o siye bl
glz,y) = 4 .
0 siy € [0, M],

dondeM = —2% (2 — (L + ngy)) + 6.

(by) Sea par:
- Sin =0,
= para(z,y) € Aj,, definimos
o(ay) = y+ 2z —5) -6 siyel0,M],
’ 1 siy € [M, 1],
dondeM =1 — 'ii(x — ) +6;
= para(z,y) € Aj,, definimos
g(zy) = Y+ 26;—;1(9‘7 - gi) —0ip1 Sy € [M, 1],
’ 0 siy € [0, M],
dondeM = —252—1“@ — %) + 0it1;
- Sine{1,2,...,210 1},
» para(z,y) € A’ ,, definimos

n,2?

3/—1—26—5?(91:—(%—%725@-))—@ siy € [0, M],
g9(x,y) = Z _
: siy € [M, 1],

dondeM =1 — 2 (z — (3 4 ney)) + ;3
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= para(z,y) € A, definimos

y— 2 (v (L +ne))+6; siyelo,M],
g(z,y) = i _
1 siy € [M, 1],

dondeM =1 + 26—6; (z — (3 +ne;)) — 0.

Observaciéon 3.2.1.1El comportamiento dinamico de la aplicacién triangulardefi-
nida previamente, puede resumirse como sigue. La prueleabzara en la siguiente
seccion. Sedp, ¢) un punto er/; x I, € {1,2,...}. Entonces, su 6rbita puede seguirse
a través del movimiento de un cierto tipo tinda discreta (véase Figura 3.1).

Notemos que cuando el punta ¢) € I; x I coni impar (respectivamentgar), sus
iteradas poseen una tendencia de crecimiento en alturardkste (respectivamente
ascendente) hasta alcanzar las zoﬁfggso Agﬁufl , donde esta tendencia cambia para
ser ascendente (respectivamente descendenteﬁ.

Cuanda esimpar y(p, q) ¢ Aj,, 0iespary(p,q) € Aj,, si el valor de)M asociado
al punto(p, ¢) en la definicion de&’, denotado cor/(p, ¢), es cero (véase Figura 3.1
puntom), la onda es una linea horizontal y por tanto su amplitud &sta&ero. Cuando
M(p,q) = ¢;, la amplitud total de la onda alcanza su valor méximo iguai@ (wéase
Figura 3.1 punto). La tercera posibilidad para esta amplitud es tomar valergre
ceroy uno, lo que se corresponde dditp, ¢) € (0, ;) (véase Figura 3.1 puntw).

En cualquiera de los casos anteriores, la Orbitepde) puede intersecarse canx
{0}. Si F*(p, q) es la primera iterada en la zofax I, perteneciendo & x {0}, las
siguientes iteradasy*(p, ¢), k > n, permanecen efy x {0} hasta alcanzar la zona
siguientel/;,; x I (véase, por ejemplo, Figura 3.1 purkd

Cuando(p, ¢) € Aj, coniimpar, o(p,q) ¢ Aj, coni par, tenemos una situacion
analoga pard/(p,q) € [1 — §;, 1].

Para un puntdp,q) € I; x I, como desdd;,; x I los puntos que determinan
la amplitud total de la onda se encuentran siempre a la mifiora,aconocemos con
exactitud cual es el conjunto-limite del punto(p, ¢). Por otro lado, comd/(«, 3)
toma todos los valores entre ceré;uando el punté, ) € A}, _, ,, dadofa, b] C 1,

a < b, podemos elegifp, q) € A§11—1,2 tal queM (p,q) = 6:(b — a), obteniendo una
condicion suficiente para que la longitudwg(p, ¢) seab — a. Por tanto, para el punto
anterior si tomamog = b tendremosvr(p, q) = {0} X [a, b].

Nota 3.2.2. Sobre la Figura 3.1, destacamos los siguientes hechos:

(1) Para cada punt@, q) € 1%\ I,, la diferencia en altura entre dos iteradas consecu-
tivas en la zond; x I es la misma siempre y cuando ninguna de las dos iteradas
mencionadas se intersecte dor {0} oI x {1}.
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Figura 3.1: lteradag’

(2) Las orbitas de los puntesy A coinciden a partir de la zona x Iy se represen-
taran mediante.

3.2.2. Andlisis de la dinamica

El siguiente resultado es clave para la prueba de la unlidadale F' con respecto
a los conjuntosu-limite de tipo intervalo contenidos €p, ya que nos proporciona una
descripcion precisa de las iteradas de los puntos perteriesiad},, .

Lema 3.2.3.Seana,b € [, a < by (p,q) = (5+ (2" —1)e; + 2e1 + B24,b) un
punto enA},, _, ,. Entonces, las iteradas de, ) medianteF’ enl; x I, € {1,2, ...},
son

k+ Z 27+9
Jj=2

(0.0) {(fi,b—kéi(b—a)) i impar,
PU 7 €a+ koo — a))

dondek € {0, ..., 2710~ 1}, & = L + (27719 — (k+1))e; + Le; + L%, y consideremos

1 par,

quei 29 =0sii=1.

=2
Demostracién.Para establecer el resultado procederemos por inducciiie A lo
largo de la prueba, mediantg, i € {1, 2}, denotaremos respectivamente a las proyec-
ciones candnicas en la primera y segunda coordenada .

Como3 = 2''¢,, entonces por definicion de la funcion bgsse tiene

quef*(p) € m (Aéu,(ka) y por tanto,

1 1 b—
i) = 5+ 2" = L+ ke + 561 + 5

2 2
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parak € {0,...,2!1 —1}.
Para la segunda coordenada, tenemos que comprobar que

T (Fk(p, q)) =b—ké1(b—a)
dondek € {0, ...,2" — 1}. Para establecer este objetivo procedemos por recurrencia
- Sik =0, entoncesr, (FY(p,q)) = m(p,q) = b =b— 05;(b— a).
- Seak € {0, ...,2" — 2} y supongamos que se verifica la igualdad

T (F*(p,q)) = b— k&1 (b — a).

Como f*(p) € m <A§11_(k+1)72>, entonces

201, 1 b—a
M—€—1(§+(2 —<1+]€))€1+§€1+ 9 €1
1
- (5 + (211 — (]. + k))gl)) — (51 = (51(() — (l).

Dado que) < k < 2!' -2, entonces se tiene la siguiente cadena de desigualdades,
0 < kdi(b—a) < (2" —2)861(b—a).
Asi,

b—kdi(b—a)>b— (2" —2)5,(b—a) =b— (%-2)51(5—@

=a+201(b—a) > 6 (b—a).
De donde se deduce qtie- kd,(b — a) € [M, 1]. Ahora, por la definicion de la
funcidng, se sigue
T (F* ' (p,q)) =b—ké1(b—a) —61(b—a) =b— (k+1)6(b— a)
como pretendiamos deducir.
Consideremos las siguientes situaciones:

- Seak = 0. Por el casa = 1 cuandok = 2! — 1, se verifica

1

F?'"(p,q) = (§+ S e et - )51(b—a))
(3.1)

b—
—&1 + 9 51,a+51(b—a)).
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Como0 < b —a < 1, entonced < %e; < 1eyyasi

FQH*l(p, q) € A(IJJ Clz,=+e] xL

Esto nos permite obtener

1 1 b—a ea (1 1 b—a 1
lel(p) :f(§+§81—|— 5 81) = i <—+—81+ 81——)

(! 1 1-—(b—a)

——& | = —————«,.

2 ?) 2 2 2

Como; = 2'%,, entonceg2'> — 1+ 1 + 1) e = 1. De donde se deduce,

b—a
2

f211<p) — % _ #52 — 1

1
+ (212 — 1)62 + 562 + 9.

4
Por otro lado, calculamas, (FQH(p, q) ). En este caso por (3.1) se tiene

M

€1

200 (1 1 b—a 1
:—1(§+§€1—|— 2 81—5)—51:510)—@).

Comoa > 0, entonces se verifican

a+01(b—a)>d(b—a)

a+d1(b—a)e[M1].

De donde se deduce que

o (FQH(p, q)) =a+d(b—a)—9(b—a)=a.

Resumiendo,

11 1 1 b—a
-W(RWZ(Z+QH—D@+§@+ 26%0

como queriamos comprobar.

Seak € {0, ...,2'"2 — 1}. Comol = 2'%¢,, entonces se verifica

11
2 ) em (A§12—(k+1),2) .

Esto nos permite obtener que
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1 b—a
211+k ( 212 62 + =&9 + 82)

2 2 (3.2)

1 b—
L 22 (14 ket ey O

1 2 5 %

Para la segunda coordenada, hemos de comprobar que
s <F2H+’“ (p, q)) = a+ kdy(b — a)

dondek € {0, ...,2'2 — 1}. Para alcanzar este objetivo procedemos de nuevo por
recurrencia:

- Sik = 0, entoncesr, <F2“(p, q)> =a=a+ 003(b— a).
- Seak € {0, ...,2'2 — 2} y supongamos que se verifica la igualdad
o <F211+k(p, q)) = a+ koy(b— a).

Por (3.2), se tiene

. 2(52 12 1 b—a

M = 1—g(1+(2 —(k+1))52+§52+ 52
1

(@ (1)) +h =15y )

Como0 < k < 2'2 — 2, entonces es valida la cadena de desigualdades
0<a+kdb—a)<a+ (2" —2)5(b— a).
Asi,

a+kiy(b—a)<a+ (2" —2)5(b—a)=a+ (%—2) da(b—a)
=b—25(b—a) <1—0da(b—a).

De donde se deduce quet kd»(b — a) € [0, M]. Ahora, de nuevo por la
definicion de la funciéry se sigue que

s (F2“+’“+1<p, q>) = a+koy(b—a)+1— (1 (b—a)d)
=a+ (k+1)d(b—a)

como querl’amos demostrar.
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Supongamos, como hipétesis de induccion, que el resuladdalelo para > 1.
Consideremos, sin pérdida de generalidad,iqgpgeimpar. La prueba cuandes par es
analoga. Si establecemos la validez del resultado jparé, entonces la prueba habra
finalizado. Para ello estudiaremos las siguientes sitnasio

- Seak = 0. En la zond };, 51| cuandok = 27710 — 1 sabemos, por hipétesis de
induccion, que

i 1 1 b— A
2 +1o_1(p7 q) = (E + 56 + ?ag“ b— (20410 — 1)6;(b — a))
o (3.3)
= §+§5z+?€i7a+(&i(b—a)

Como0 < b —a < 1, entonce$ < ¢, < L,y por tanto

1
2

o 11
2 '(p.q) € Apa C [Ea o +&i] x L. (3.4)

Ahora, por (3.4) se tiene que

; 1 1 b—a € 1 1 b—a 1
22+10 — J— J— - <. — Z+1 J— J— _ S -
f (m—f(%+2a+ 2&) EE(%+2&+ 26120

e 1 1—(b—a)
— = = — — ———"€i41.
9i +1 i 92 +1

Como i+ = 2't!e,;.,, entonceg2 ! — 14+ 1 + 1) ¢,,; = 51+. De donde
i+10 1 1—(()—&) 1 i 1 b—a
7 ) = ST g g = 5y T2 +11_1)5i+1+§5i+1+T5i+1-

Ahora, calculemos, (FT“O (p, q)). En este caso, por (3.3) se verifica que

2, (1 1 b—a 1

Comoa > 0, entonces + 9,(b—a) > J;(b—a). Por tantog + 6;(b—a) € [M, 1]
y asi
2i+10
o <F (p,q)) =a+§(b—a)—6(b—a)=a.

Por los calculos previos,

i+10 1 i 1 b—a
F? (p,q) = (2”1 + (2 - D)eiy1 + §6i+1 + T&'H, a)
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como esperabamds.

- Seak € {0, ...,2"" — 1}. Comos2; = 27"¢, 4, entonces

410
f2 +k(p) 6 7T1 <A§i+117(k+1)72> .

De donde obtenemos

10 1 i 1 b—a
f2 + +k(p) — fk <F + (2 +11 1)€Z+1 + 561'4-1 + T€Z+1)
(3.5)
; 1 b—a
= o1 T 2 = (1 +k))eip + Hfit1 T 5 Eit

Para la segunda coordenada, hemos de mostrar que
2i+10+k
T2 <F (p, CD) = a+ kdi11(b—a)

dondek € {0, ..., 271! — 1}. Procederemos una vez mas por recurrencia:

- Sik =0, entonces

T <F2z’+10 (p’ q)> —p_ 2i+10(5i(b B a)
=b—(b—a)=a=a+004,(b—a).
- Seak € {0,...,2"1* — 2} y supongamos que se verifica

o (FTHOM(I% Q)> =a+kdi1(b—a).
Por (3.5) se verifica,

2041, 1 i+11 1

o (2241 + @27 = (k+1))ein + &t
b—a 2(5@_’_1 1 i+11

+ TgiJrl) + . (F + (2 — (k + 1))8i+1)

+5i+1 =1- 5i+1(b — a).

M=1-

Como0 < k < 2¢F11 — 2 entonces es vdlida la siguiente cadena de desi-

gualdades

0 <a+ képrl(b — a) <a+ (2i+11 — 2)5z+1(b — a).

'En el casa par con un argumento analogo se obtiene

i+10 1 i 1 b—a
F* (pq) = <2i+1 + (2 — Dejgr + it + T&'H,b) 5

expresién que serd usada en la Observacion 3.2.3.1.
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Asi,
a + k61+1 (b — a,) < a "‘ (214_11 2)5’5-}—1 b — CL)

:a+< 2)(5Z+1b—a
H—l

_b_26l+1( CL) < 1-— ,H_l(b—a,).

De donde se deduce que- ké;1(b— a) € [0, M]. De la definicion de, se
sigue que

o (FT’*“’%H@, q)) —a+kbi(b—a)+1—(1—(b—a)dis1)
=a+ (k -+ 1)6z+1(b — CL),
estableciendo el paso inductivo y finalizando la prueba. O

Observacion 3.2.3.1A partir de su definicién, es sencillo ver qug,, ,, se puede
expresar en la forma

1 b—a
211 1,2 — U ( 211 )51"‘551"‘ 9 81,b) .

a<b
a,bel

El lema previo garantiza que la diferencia en altura entsatdoadas consecutivas de un
punto(p, q) € Ayii_, , enl; xT es exactamentg(b—a). Sii es impar, la primera iterada
enl; x I (k = 0) posee alturay la Gltima ¢ = 2719 — 1) posee altura + §,(b — a). Si

i es par, la primera iterada énx I (k = 0) posee altura y la Ultima & = 2¢71° — 1)
posee alturéd — 6;(b — a). (En el razonamiento previo, consideramos g‘p& Iy
cuando nos referimos a la Ultima iteradalex 1.)

Con el siguiente resultado, para cada puptg) € I*\ [, acotamos la diferencia en
altura entre dos iteradas consecutivas medianteescribimos la forma de las mismas.

2i0+10 1
Lema3.2.4.Sea(p,q) ¢ U (A’O2 U AP ). Entonces, las siguientes propiedades se
n=0
satisfacen, siend@,:; > 1y k > 0 enteros:

2i1+1071 ) ]
(@) SiF*(p,q)e U (A},UA}), entonces:

n=0

(@) 0 <|m(F*(p,q)) — m(F*'(p,q))| < M(F*(p,q)) en el casa, impar,

(@) 0 <|m(F*(p,q)) — ma(F*'(p,q))| <1 - M(F*(p,q)) en el casa, par,
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(( M((P9))0i;
S
05
dondeM (F*(p,q)) = | M3,
I P
| 0=Mea)s,
)
\

sii, e1; son impares
Siiy es par e, es impar

sii, es impar e, es pat

Siig €41 Son pares

i
2i+ 10 _ 1

(b) Seai > iy + 1y F*(p,q) la primera iterada de(p, ¢) en L_JO (A, UAL ), se
cumple: )
(b1) Si(p,q) € AP, donden € {0,1,...,20"° — 1}y j € {0,1,..., 27710 — 1},
Entonces:
1) Sii esimparm(F*ti(p, q)) > mo(F* T (p, q)).
2) Siies parmy(F*(p, q)) < mo(FFH+(p,q)).
(b2) Si(p,q) € A\ ({55 + nes} x I}) donden € {0,1,...,2710 — 1} yj €
{-1,0,1,...,2"10 — 21 'se cumple:
1) Sii esimparmy(F*ti(p, q)) > mo(F* T (p, q)).
2) Siies parm(F¥i(p,q)) < m(FFHH(p,q)).

Demostracién.La propiedad (b) y la cadena de desigualdades

0 < |me(F*(p, q)) — ma(F* ' (p, q))| < M(F*(p,q)),

se deducen inmediatamente de la definicionFdéPara describit/ (F*(p, q)) supon-
gamos, por ejemplo, qug e, son ambos impares. Entoncés(F*(p, q)) = td;, con
0 <t < 1. Por la morfologia d€", para un tal valot, sabemos qué/((p, q)) = td;,.
Por tanto, se tiene quel (F*(p,q)) = % O

0

3.2.3. Comprobacion de la universalidad

Tras analizar la dinamica de la aplicacién triangulapresentada en la Definicién
3.2.1, pasamos a comprobar que se trata de un elementosahigara los conjuntos
w-limite de tipo intervalo contenidos en la fibfa

Teorema 3.2.5.La aplicacion triangular£ enI? introducida en la Definicion 3.2.1
satisface la siguientes condiciones:

(A) Paracadala,b] C 1, a < b, existe un puntdp, q) € 1?\ I, tal que

wr(p,q) = {0} x [a, b].
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(B) Dado(p,q) € I?, existe un intervalo compactd C 1, degenerado o no, verifi-
cando que

wr(p,q) = {0} x J.

Demostracion.(A). Consideremosp, ¢) = (4 + (2" — 1)ey + 2e1 + 5%4,0), y €
[a,b] y € > 0. Comos: — 0 cuandoi — oo, existei, entero positivo tal que: < 5.
Por otro lado coma@;(b — a) = 21’;—?0 — 0 cuandoi — oo existe un entero positivg
tal qued;, (b —a) < 5.

Seai, = max{iy + 1,4, }. Comoy € |a, b], la anterior consideracién y la Observa-
cion 3.2.3.1 nos permiten obtener una iteréda’) # (0,y) de(p, q) enl;, x [ tal que
0< |6 -yl <0d;,(b—a). Comoiy > iy, €ntonces

Do ™

1 1
0iy (b —a) = W(b—a) < m(b—a) =0;,(b—a) <

Por tanto|3 — y| < £. Mas alin, comda, §) € I;, x I entonces) < a < - y de
iy > i+ 1 se sigud) < o < 77— < 5= < . Finalmente,

22’271 = 27,'0

0 < d((e,5),0.9) = vVaZ T B-wE </ (5) +(5) <e

Y asi, {0} x [a,b] € wr(p,q).
Por otro lado, seér,y) ¢ {0} x [a, b]. En estas condiciones, hay dos posibles situacio-
nes:

(a) Comof™(p) — 0 cuandm — ooy z # 0, existe un entero positivo

no tal quez — f(p) > 0. Seas = “=L°W > 0. Entonces,

x—f"(p)zx—f"()(pb%m(p):é

para cada entero > ngy. Asi,

d((z,y), F"(p,q)) > = — ["(p) > €

para cada enteno > n, y esto implica quéz, y) ¢ wr(p, q).

(&) |Casoxr =0ey ¢ [a,b].| Ahora, seah = d([a,b],y) > 0 la distancia entréu, b|
e {y}. Porel Lema 3.2.35,(F"(p,q)) € |a,b] para cada entero no negativo.
Entonces|m»(F"(p, q)) — y| > h para cada entero no negativo. Sea= 2 > 0.
Por tanto,

d(F"™(p,q), (z,y)) = [m(F"(p,q)) —yl = h > ¢
para cada entero no negativo. En definitiva;, y) ¢ wr(p, q).
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Asi por (a) y (&) establecemos la partel).

(B) Si (0, c) € Iy, entonces es un punto fijo y el resultado se sigue inmediatame
tomandoJ = {c}. Por otro lado, sedp,q) € I*\I,. Notemos quevr(p,q) C I
(idéntica prueba que en el apartad) @e (.A), tomandol = [a, b]). Comol? es un
compactowr(p, q) # 0. Siwr(p, q) = {(0,¢)}, el resultado es verdadero tomando de
nuevoJ = {c}. ComoF es una aplicacion continua, entonces el conjunt(, q) es
cerrado. Asi, sip, q) € 12\ I, es suficiente probar que-(p, ¢) = {0} x J dondeJ C I
es un intervalo. Para conseguir este proposito, $ear) y (0,b) enwg(p, q¢), donde
a < b. Seaa < ¢ < b. Entonces, si comprobamos qlec) € wr(p, q) el resultado

estaré probado.
2J0+10_q ‘ ‘
Seaj, un entero positivo tal quep,q) € U (4], U A7);). Tomemos > 0 €ig un

n=0
entero positivo satisfaciendo las siguientes propiedades

(b)) a+e<e<b—rg,

(b2) 210 + Qio%uo <g,
(b3) € + 21’01+1 < Z)_Ta’
(by) ip > jo + 1.

Como(0,a) y (0,b) son puntos devx(p, q), existenk; y k, enteros positivos tales
que

4 (p) < d(F*(p,q), (0, V) <

2i
27,'5«%1071 ] ]
dondes € {1,2} y A € {a,b}. Asi, obtenemos que*:(p,q) € | (A, UAy)
n=0

conis > iy, s € {1,2}. Por tanto,

[ma(F¥ (5,0)) = A| < d(F* (3, ), (0,0)) < 5= < ¢

sis € {1,2} y X\ € {a,b}. Asi, por un lador,(F*'(p,q)) < a + ¢y por otro lado
m(F*2(p,q)) > b—e. Usando estas dos propiedades y por la elecciaredg, tenemos

1 1

ma(F* (p,q)) = ma(F¥ (p, @) > b—a— 2 > o > =5 = 61 > M(F" (p,q)).

Por (ky), usando las partes (a) y (b) del Lema 3.2.4 y el hecha < ¢ < b — ¢, existe
ks, y por consiguiente un entero positiig tal quek; < k3 < k, verificando

|72 (F*(p,q)) — | < M(F*(p,q)) (3.6)
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y
2i3+10_1
Fkg(pa q) € U (Affg U Aifh)-
n=0
Comok, < k3, entonces, < i; < i3y asi se tieney;, < d;, y
1 1
7T1<Fk3(p7 Q>) < 9i1—1 < %' (37)
Por (3.6) y (3.7) obtenemos
0 < d(F*(p,q) = (0,¢)) = \/[m1 (F"(p, )" + [ma(F*s(p, q)) — ]
< m(F*(p,q)) + |m(F*(p,q) — |
1 1
< g+ M(F®(p,)) < 57 + 0
L,s 1 1
<2_io+ io—%+m<€.
Por tanto,(0,¢) € wr(p,q) y asiwr(p,q) = {0} x J dondeJ C I es un intervalo,
comprobando la partg3) y finalizando la prueba. 0J

Observacion 3.2.5.1.Un problema a estudiar en el futuro es la construccion de apli
caciones universales para otros tipos de familias de ctogunlimite 4, por ejemplo,
si consideramosl = {{0} x ([a1,b1] U [ag, b2]) : a;,b; € 1} (en.A se consideran las
uniones de dos intervalos degenerados, es decir, la unidosgauntos pero se excluyen
conjuntos de la formé, b] U {p} ya que dicho conjunto no es unlimite en la fibra
I, paraCa(T?) por la propiedad de la incompresibilidad débil, véase Tearé.3.5).
Notemos que por la fuerte invarianza de los conjuntdsnite, la eventual aplicacion
universalF’ construida para la familial, en la fibral, sera la identidad.

Siguiendo las técnicas presentadas en este capitulo hemssguido, dados dos
intervalos concretos y no degenerados en la fipraefinir explicitamente una aplica-
cion que depende de ambos intervalos y que los tiene comardonj-limite (véase
[BGM2 04]). Pero, al intentar dar el paso para obtener laamalidad se rompe la
continuidad de la aplicacion.

3.3. D-universalidad

En esta seccion estudiaremos el problema de la existen@plidaciones univer-
sales en sentido débil para los conjunteBmite generados por todas las aplicaciones
continuas definidas en una variedad compaci@dimensionaM y en un grafdG (véa-
se [CGSS 04]). Es decir, analizaremos la existencia deampices) € C(M) (res-
pectivamente) € C(G)) tales que para cada conjunto € Wy (respectivamente
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A € We(q)) existeA, copia homeomorfa dd, enV(y). Comenzaremos con algunos
resultados generales sobre conjunteémite.

Lema 3.3.1.SeaX un espacio métrico compacto,c C(X)y M € W(v). Siel interior
de M es distinto de vacio, entonces exigte M tal quew,(y) = M.

Demostracion.ComoM € W(v)), exister € X tal quew, (z) = M. Al serIntAf) # ()
y abierto, existe un entefotal quey*(x) € Int(M). Seay := *(z), entonces,(y) =
M. En efecto, trivialmentev,,(y) C wy(z). Por otro lado, sea € w,(x), entonces
existe una sucesion de enteros no negatfwey >, tal quey™ (z) — = cuandd — oo.
Tomemod suficientemente grande de modo que> k. Asi ™ *(y) = ™ (x) — 2
cuandd — oo. De donde: € wy(y), comprobando qué/ = wy,(y) cony € M. O

Lema 3.3.2.SeaX un espacio métrico compacto,c C(X), M; € W(v¢) y M, cerrado
y Y-invariante. SiM; N Int(M;) # 0, entoncesV; C M, (respectivamente sV, N
Int(M;) # (0, entonces\l, C M).

Demostracion.ComoM; € W(v), existez € X tal quew,(z) = M;. Por otro lado,
como M; N Int(M,) # ) existird un entero no negativotal quey*(z) € Int(My).
Como M, es fuertemente invariante, para cada> k, ¢"(x) € M,. De donde se
deduce, teniendo en cuenta que es cerrado, qué/; C M. O

Corolario 3.3.2.1. SeaX un espacio métrico compacto,c C(X)y M, My € W(1)).
Silnt(M;) N Int(Ms) # ), entonces\; = M,.

Una vez presentados estos resultados generales sobratosnjtimite, pasamos
a demostrar la no existencia de aplicaciones d-universaleariedades compactas
dimensionales. Comenzamos con el casg 2.

3.3.1. Inexistencia en variedades:-dimensionales. El cason > 2

El siguiente resultado sera un punto clave para probar Ixisteacia de aplicacio-
nes d-universales en variedades compactasmensionales com > 2.

Lema 3.3.3.EnI? existe una cantidad no numerable de dendritas no homeosorfa

Demostracion.Tomemos cualquier sucesion = (ag, v, ...) de ceros y unos, sea
ko= lyparacadac {1,2,...}seak; = k;_1-(2+a; 1) = [[|_g(2+ ;). Seal C T
un conjunto de Cantor yc,, : n € N} su subconjunto denso.

Consideremog_1o = (3,1) Y poo = (3,3). Para cada € {1,2,...}, tomamos
k; puntosp;; = (z;, 577) dondezy < 21 < ... < zy,_1 Y tal que{wzg, 21, ..., 2,1} =
{co, c1, ..., ci, 1 }. Finalmente, definimo®,, C 1 (véase Figura 3.2) como la unién de:
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Figura 3.2: Dendrita

» todoslos segementosentre y pi1 0 (0 > 1, (24a;)j < j' < (2+)j+14aq),
» el segmento entre_; o Y po.o,
= el conjuntoC' x {0}.

Esto es una dendrita con vértiges (i > 0, 7 € {0,1,...,k; — 1}) y puntos finales
p-10Y (2,0),x € C. Probaremos que & = (ag,af,...) es otra sucesion de ceros y
unos diferente de entonced,, y D, son no homeomorfas, lo que finalizara la prueba.

En efecto, tomemos dos sucesiones cualesquiera de cerosy,ur; los simbolos
para la construccion d®,, se denotaran mediantg, p;;. Seah : D, — D, un
homeomorfismo. Comp_, o, p’ , , €s el tnico punto final d®,,, D, respectivamente,
que no es un limite de vértices, debe verificarse/gue; o) = p’ | ;.

El conjuntoD,, \ {poo} tienek; + 1 = ay + 3 componentes conexas; denotemos sus
clausuras mediante, Ey, . .., E;, 1, dondeL es la componente que contieng.a , y
E; es la componente que contieng,g (j € {0,1,...,k — 1}). ComoL es un arco,
h(L) es también un arco. Uno de los puntos finaleadg) esh(p_1,0) = p’,,- El otro
punto finalh(po,0) es igual ap;, ya que dicho punto es un vértice de, (la imagen
homeomorfa de un vértice) (L) no contiene otro vértice (todos los puntos del arco
L excepto los dos puntos finales poseen componente nun®riéai, la imagen de
Dy \ {po.1} esDy \ {po1} que posed’ + 1 = o, + 3 componentes (las clausuras de
las mismas seran denotadas medidnté’, . . ., E,;,l_l). Por tantopy = ay,.

Es mas, comd, se transforma sobreyectivamentelénF,, se transforma sobreyec-
tivamente en alguf’’.. PeroEy, £’ es una dendrita homeomorfd®,, ..., D,

aby,... )
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respectivamente. Analizando las componenteBde{p, o} andlogamente como antes
obtenemos que; = «}. Continuando inductivamente obtendremos gue-= o/ para
cadai, asia = «'. Por tanto,D,,, D, son no homeomorfas &i # «’. O

Recordemos que un espacio separable es aquel que poseatidadcde abiertos
numerable.

Lema 3.3.4.SeaX el cubom-dimensional™ conm > 2. Entonces, no existe ninguna
aplicacion d-universal paraVe x).

Demostracion.Sea{ D, }.c4 un sistema no numerable de dendritas no homeomorfas
enl? Sim > 2 identificamosl®? conT? x {0}™~2. Para cadax € A elegimos una
bola cerradaB, enI™ disjunta deD,. Por el Teorema 1.3.4 parte (iilf, U D, es
un conjuntaw-limite para alguna funcién continua al ser la uniéon de daogicaos de
Peano.

Afirmamos queB, U D,, Bg U Dg son no homeomorfos para cadai € A,
a # (3. En efecto, supongamos que existe un homeomorfismB, U D, — Bz U Djg.
Como D, es una componente d&, U D,,, es aplicada sobreyectivamente sobre una
componente d&; U Ds. Pero ésta no puede ser aplicadalenya queD,, es una
dendrita, y por ende posee interior vacio (cualquier subotm abierto eri™ contiene
una curva cerrada simple). Asip, : D, — Dz es un homeomorfismo y por el Lema
3.3.3 se sigue: = j3.

Supongamos por reduccion al absurdo que existe una apiicdeuniversak) :
™ — I™ paralx). Por tanto, para cada < A existe un conjuntd-,, w-limite para
1y que es homeomorfo &, U D,,. Es evidente qué&’,, debe poseer interior no vacio.
Por el Corolario 3.3.2.1 se sigue que los interiores de(a € A) son disjuntos dos
a dos. Pero esto contradice el hecho de fusea un espacio separable, de donde se
obtiene la inexistencia de aplicacion d-universal. O

Para la prueba del siguiente resultado se necesita la ndeiégtraccion de un es-
pacio métrico (véase Definicién 1.5.8).

Teorema 3.3.5.SeaX un espacio métrico compacto conteniendo una copia homeo-
morfa del cubo unidad™ para algiinm > 2. Entonces, no existe ninguna aplicacion
d-universal paraVe x).

Demostracion.Sea/ C X una copia homeomorfal&’, es decir, existe un homeomor-
fismoh : J — I™. SeanB,, D, C I" (a € A) los conjuntos introducidos en la prueba
del Lema 3.3.4.

ComoI™ es una retraccion absoluta (véase [HoYo 88, Teorema 2-:B4) una
retraccion par&. Asi, existe una funcion continua: X — J tal quer|; = Id;. Los
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conjuntosY,, = h~'(B, U D,) son conjuntos.-limite para alguna aplicacién continua
enX. Esto se sigue del hecho de qug'sil™ — I"™ es una aplicacion continua para la
que existe € I tal queB, U D, = wy(y), entonced,, = wy-1ofonor (R (y)). Como
cadaY,, posee interior no vacio, podemos obtener una contradicagmnando como
en la prueba del Lema 3.3.4. O

Corolario 3.3.5.1. SeaM una variedad compacta-dimensional conn > 2. Enton-
ces, Weary No admite una aplicacion d-universal.

3.3.2. Inexistencia en grafos distintos de un arco

Tras probar en la seccion anterior que las variedades cdagpaedimensionales
conm > 2 no admiten aplicaciones d-universales para sus conjurtonite, pasa-
mos a estudiar la situacion para endomorfismos definidosafosyiEllo permitira, en
particular, cerrar el problema para variedades compaaidgnensionales.

Comenzamos introduciendo un resultado sobre sistemanidiostransitivos(véa-
se [ARR 99]). Recordemos que un sistefffay)) se dice transitivo, si existe un punto
x € X con 6rbita densa eX.

Proposicion 3.3.6.Cualquier grafo admite un sistema dinamico transitivo.

Para ser precisos, en [ARR 99, 3.7] se prueba Unicamentexigte an sistema
dindmico transitivo en grafos que no sean arboles. Peroigei@Imodificacién de su
construccion proporciona una aplicacion transitiva erquuer grafo.

Lema 3.3.7.SiS! es la circunferencia unidad, no existe ninguna aplicaciémiversal
paraWC(gl).

Demostracion.Seay : S' — S' una aplicacion d-universal pav& ). Por la Propo-
sicion 3.3.6 se sigue que para algéire S, wy(z) C S' es homeomorfo &', y por
tanto igual &*'. En efecto, tomemos cualquier conjuitoc S' homeomorfo &' para
el que exista un punte € S' \ Y. SeaJ un arco ent” (existe ya ques! contiene un
arco) y sea un punto no final dg/. EntoncesY \ {y} C S\ {z, ¥} es no conexo, y por
endeY no es homeomorfo al circulo (siSa le quitamos un punto permanece conexo).
SeaJ C S' un arco con puntos finales ¢q. Seaf cualquier funcién transitiva en
J que fija los puntos finalegs, ¢. Extendemosf aS! de modo que funciona como la
identidad er§! \ J. En estas condicioneg,es una funcién continua y posed @omo
uno de sus conjuntes-limite. Asi, usando la d-universalidad deexistey € S' tal que
w,(y) es homeomorfo d. Pero entonces, los interiores dg(x) y w,(y) intersecan y
por el Corolario 3.3.2.1 dichos conjuntos son iguales. Estona contradiccion ya que
un circulo y un arco son diferentes. O
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Podemos completar ahora el Corolario 3.3.5.1, teniendorirdcion para cualquier
tipo de variedad compacta finito dimensional.

Corolario 3.3.7.1. SeaM una variedad compacta-dimensional f» > 1). Entonces,
Wean admite una aplicacion d-universal si'y solaMdies un arco (y por ende: = 1).

Estudiemos ahora la situacién para grafos distintd$'de

Lema 3.3.8.Si X es una3-estrella. Entonces no existe ninguna aplicacion d-ursaer
paraWe(x)-

Demostracion.Denotemos medianteel vértice deX y conay, as, az 10s tres puntos
finales deX. Searp, ¢ cualquier par de puntos distintos del interior del dicp(p esta
mas cerca dé quegq). Definimos el conjuntd” como el conjunto obtenido de eliminar
enX el interior del subarcpg del arcobas; Y posee dos componenetes3iastrellaX’
con vérticeb y puntos finales,, as, p, y €l arco.J = qas.

al 7
q

az

Figura 3.3: Letra 'Y

Afirmamos queY = X’ U J es un conjuntav-limite para algin endomorfismo
continuo definido erX. Por el Lema 3.6 de [ARR 99] se sigue que existen funciones
continuas sobreyectivas: J — X'y ¢ : X' — J tales que) o ¢ es transitiva en.
Sea¢ : pg — X una funcion continua tal qugp) = ¥ (p), £(q) = ¢(q) (Su existencia
se sigue de la conexion por arcosXle Definimosf enX como

o(z) Siz e J,
flz) =9 ¢(z) size X
&(x) siz €pq.

Claramentef es continua. Comg?|; = ¢ op es transitivaen' y f(J) = X', f(X') =
J, la funciénf|x.; es transitiva. En efecto, s, € J es un punto transitivo parg| ;,
entonces la clausura d¢*"(x)},>1 €sJ y por ende la clausura dg*"*!(z¢) } ,>1 €S
f(J) = X', asiz, es un punto transitivo parél x.u; Y wy(zg) = X' U J =Y.
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Seay : X — X una aplicacion d-universal. Usando el resultado precedgéa
Proposicion 3.3.6, tenemos que para algin € X el conjuntowy,(z), wy(y) €s ho-
meomorfo aX, Y, respectivamente. Como el tnico vérticeXles el puntd que esta
en su interiorw, (x) contiene @ en su interior. Analogamente patg (y). Ahora la
contradiccion se sigue, como en el Lema antertior, por ebl@oo 3.3.2.1 y por la no
existencia de un homeomorfismo entreXea Y. O

Nétese que la prueba anterior puede modificarse faciimemnéedemostrar la inexis-
tencia de aplicacion d-universal en cualquier gi&fdiferente de un arco con E(X) #

0.

Proposicion 3.3.9.SeaX un grafo. Entonces, un conjunto cerrado y no vakioC
X es una retraccion d& si y soélo si es conexo. Es decir, las retraccionesXdson
exactamente sus subgrafos.

Demostracion.Por [N 92, 9.10.1] cualquier subcontinuoXes un grafo. Ahora, como
cualquier subgrafo d¥ puede ser construido eliminando una cantidad finita de arcos
abiertos erX, sin pérdida de generalidad podemos suponengueX \ Int(.J), donde
J C X es un arco que no contiene ningun vérticexden su interior. Denotemos los
puntos finales d¢ mediantep y q.

ComoY es conexo, existe un subgrafd C Y tal queY’ U J es una curva cerrada
simple, es decir, existe un homeomorfismoS' — Y’UJ, dondeS! = {z € C: |z| =
1}. Podemos suponer qi€l) = p, h(—1) = qy h(|—1,1]) = J,donde—1,1] = {z €
S : Real(z) > 0}. Ahora una retraccién de X sobreY” puede definirse como

(2) = x siz ey,
TR @) size

O

Teorema 3.3.10.SeaX un grafo. EntoncesV.x) admite aplicacion d-universal si y
solo siX es un arco.

Demostraciéon.El hecho de que el intervalo unidad (y por tanto cualquien)aadmite
aplicacioén d-universal fue probado en [SP 00]XS&s una curva cerrada simple o una
3-estrella, entonces no existen aplicaciones d-univessalmo se comprobo respecti-
vamente en los Lemas 3.3.7y 3.3.8.

SeaX un grafo que no sea ni un arco, ni una curva cerrada simpleas-astrella.
Entonces por [N 92, 9.5] el conjuni®(X) de todos los vértices es no vacio.

ComoX admite una aplicacion transitiva (véase Proposicion B.8r6 aplicacion
d-universak) tendria como conjunte-limite a X* C X homeomorfo &. El conjunto
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X* contiene un entorno de(R). (De hecho, cualquier homeomorfisto— X* envia
biyectivamente BX) sobre si mismo y, mas aun, preserva el orden de los vértiaes. P
comprobar esto, ndtese que existe una cantidad finita deegytque el homeomorfis-
mo considerado no puede mandar un vértice a otro vertice dermeden.)

Ademasy) tiene un conjunta-limite Y* € X que es una 3-estrella. Para comprobar
esto, sed” cualquier 3-estrella el y sear : X — Y unaretraccion (véase Proposicion
3.3.9). Por la Proposicion 3.3.6 existe una aplicaciorsitaa f : Y — Y. Entonces,

f o m es una aplicacion continua &para la qué” es conjuntav-limite.

El grafo X* contiene un entorno de(R) y el vértice de la 3-estrell&* vive en
B(X). Se sigue que los interiores (&) de los conjuntosy* e Y* intersecan (en algun
punto distinto del vértice de*). Por el Corolario 3.3.2.1X* = Y*, lo que es imposible
ya queX™* no es una 3-estrella. O

3.3.3. Espacios finitos y problemas abiertos

Finalizamos el capitulo mostrando que en el caso de esgattos, dotados con la
topologia discreta, no existen aplicaciones d-univess@ldemas, planteamos algunos
problemas que pueden ser objeto de estudio en el futuro.

Lema 3.3.11.Si X es un espacio no degenerado finito dotado de la topologiaedasc
entoncesV,(x) no admite ninguna aplicacion d-universal.

Demostracion.SeaX = {z,...,z,} y ¥ : X — X una aplicacion d-universal para
Wexy. La permutacione; — z, — --- — x, — x; €S una aplicacion transitiva,
asiX es un conjunta-limite. Su Unica copia homeomorfa &nes el conjuntdX (por
razones de cardinalidad), asi para alg@e tieneX = w,(z). Ademasy = {z;} esun
conjuntow-limite (basta tomar una aplicacion constante), asi pa@nal € X, wy(y)
es homeomorfo & . Pero comdnt(wy(x)) N Int(w,(y)) # 0, el Corolario 3.3.2.1
implica quew, () = wy(y), es decirX es un espacio degenerado. O

Problema 3.3.12.SeaX un espacio compacto cero-dimensional (es decir, poseeadna b
se de abiertos y cerrados). ¢ Sera verdaditjug, admite una aplicacion d-universal?
Quizas tal aplicacion podria construirse anadlogamentprekentada en [SP 00]. Suge-
rimos para el futuro analizar qué ocurre en espacios caggihtonjuntos tipo Cantor.

Problema 3.3.13.¢ Existe una dendrita que admita una aplicacion d-univpesal los
conjuntosv-limite generados por todas las funciones continuas dafirédbre ella?

Conjeturamos que la respuesta es con mucha probabilidatived:sto puede pro-
barse analogamente a como se hizo para aplicaciones degmdgafos si, por ejemplo,
la dendrita contiene al menos uno, pero sélo una cantidad,fué vértices de orden
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3 (04 05...). Entonces es suficiente usar el hecho de queueiatybgrafo es una
retraccion de una dendrita y buscar dos subgrafos no honrémsmque sean copias
homeomorfas respectivamente de otros que posean un pudetmiren comun (por
ejemplo un vértice de orden 3). Asi la prueba seria similardel Teorema 3.3.10.

Las dendritas que quedan son aquellas que pararcaga, o poseen una cantidad
infinita, o no poseen vértices de orden Si, por ejemplo, una dendrifd posee una
cantidad infinita de vértices de ordénentonces probablemente contendra una canti-
dad no numerable de subdendritas no homeomorfas (que se@retracciones de la
dendrita original y son espacios transitivos) y podremaidie una contradiccion en el
mismo modo que en el Teorema 3.3.5.
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Capitulo 4

Clausura Hausdorff de W (%))

En este Capitulo estudiaremos el problema (P3) para la diasas aplicaciones
triangulares definidas €. Como ya se comenté en la Introduccién, en 1996 A. Blokh
et al. (véase [BBHS 96]) estudiaron las propiedades dewlaws la topologia métrica
de Hausdorff ) enl, de la familia)V( f) de todos los conjuntas-limite producidos
por una funcion continud definida en el intervalo. Obtuvieron qug( f) es un conjun-
to compacto en el espacio de todos los subconjuntos cerdedo$/C(I), dy ), dotado
de la métrica de Hausdorff.

En [BBHS 96] se pone de manifiesto, parac C(X), el interés de considerar la
clausura déV(v) en (K(X),dy), ya que por un lado, existe relacion entre la propie-
dad dedy-clausura de/V(v) y las propiedades cadticas de la aplicacions wy(x).

Por otro lado, en el caso en qu(y) seady-cerrado, tenemos un método para la
construccion de conjuntas-limite a través del uso de sucesionkgsconvergentes de
conjuntosy-limite. En efecto, si) € C(X) y W(¢) esdy-compacto, dada una sucesion
(wn)neny €NW(1) dy-convergente a un conjuntd C X, entonces existe € X tal que

A = wy(z).

4.1. Elcaso bidimensionalC(T?)

Como comentario general puede decirse que, al contrarmalesl ocurre en el caso
unidimensional, la propiedad de clausuraWéF') en (K (1?), dy) dondeF € C(I?),
no es valida, e incluso pueden construirse ciertos ejengaiosillos, mostrando la no
compacidad, dentro de la clase de las aplicaciones triaregulPor ejemplo, basta tomar

75
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como funcion bas¢ la identidad sobré y como funcién fibra una funcion transitiva
9., para cada < I (es decir, existg < I tal quew,, (y) = 1), satisfaciendg, — 1d|,,
cuandar Y\, 0.

El hecho de que la propiedad de cierre no se verifique en elpéeamterior v,
probablemente, para la mayoria de las transformacion@sdidionales no es ningu-
na sorpresa ya que, informalmente hablando, el conjudtmite global (es decir, la
union de los conjuntos-limite de todos los puntos del espacio)‘esuy grandé. En
particular, en el ejemplo anterior,eHimite global es?\ [ .

Centremos nuestra atencién en elementasd&) que poseen una dindmica cerca-
na a la de las funciones del intervalo. Es decir, consideseapbicaciones triangulares
enl? que producen conjuntaslimite sélo en una fibra que podemos suponer, sin pér-
dida de generalidad, que es la fibka(para detalles sobre esta clase de aplicaciones
triangulares véanse, por ejemplo, [KS 92/93], [BGM 01] o [BB2]). Para este tipo
de aplicaciones triangulares, existen ejemplos (los ptades en el Capitulo 2, Seccién
2.1.1y en el Capitulo 3, Seccion 3.2.1) donde la propiedaladesura en la métrica de
Hausdorff se satisface para la familia de todos los congunttbmite. Por tanto, si de-
finimos mediant&€ (1) a la familia de las aplicaciones triangulafégjue satisfacen
la propiedad de queV(F') C Iy, parece razonable conjeturar que para los eleméntos
de esa subclase, que poseen un comportamiento dinami@moextunidimensional,
se satisfaga que/(F') esdy-cerrado. El andlisis de esta cuestion seré objeto de estudi
en la siguiente seccion.

4.2. El caso triangular:C°(1?)

En esta seccidbn mostraremos que, en contra de la evidenpragdiedad de clausura
en la métrica de Hausdorff no se mantiene en la d4%@?). Para ello construiremos
el oportuno contraejemplo. La idea es encontrar un elemgnga C'°(1%), de modo
que exista una sucesion de pun{ds;, ¢;) }c2n, tales que la sucesion de sus conjuntos
w-limite d;-converge a un conjunto de la formi@} x [a, b] en la fibral,. Por otro lado,

y destacamos este punto, obtenemos una propiedad sobnjastosw-limite de F’
(véase Lema 4.2.6) que nos permite probar que no existemingito(p, ¢) € I? tal
quewr(p, q) = {0} x [a,b]. Por tanto)V(F') no serd un conjuntd-cerrado erC(I?).

4.2.1. Construccion del elemento dé° (1?)

En lo que sigue, denotaremos mediante € {1, 2}, a lasproyecciones candnicas
de I? sobrel. Para cada € {1,2,...} y por razones técnicas, considerenspy ¢;
elegidos del siguiente modo:
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L
donde \ = Z TSR
j=1

1 5 — 1—N\
T 92i+10° ¢ T 9it10

&

1

SealJ; el intervalo[ ]. Dividamoslo er2*1% subintervalos de la forma:

207 2i—1
27,'+10_1
1 1 1

Por otro lado, para cadac {0, ..., 2¢"% — 1}, consideramos las zonas e
(@) Al =[5 +ne, 5+ (n+3)e] xI,
(b) Ao =[5+ (n+3)ei, 5 + (n+ D] x L.

Se deduce inmediatamente que

2i+10_1 2101 ,
() ixI= U [%%—nsi,%—k(n—%l)a] xI= U (AiLQUAZn,l)’
n=0 n=0

Definicion 4.2.1. Tras hacer las divisiones previas &nintroducimos la siguiente apli-
cacion triangular erl?:

Fo(z,y) — (f(2), 9(z,y))

donde

(A) f : T — T es la funcion base tipo Kolyada para la sucesidérneddescrita previa-
mente.

(B)g:I? -1

(b)) Siiesimpar € {0,1,...,2¢710 — 1}):

= Si(z,y) € A; ,, entonces

y—QE—‘s_i(x—(%jLngi))jLéi siy € [M, 1],
g(r,y) = i .
0 siy € [0, M].

dondeM = QEi (z = (& +n&)) — b
» Si(z,y) € Al |, entonces

n,1?

e Sin=0,

sy = [V @ =3 o siy e 0,M)
’ 1 siy € [M, 1].

dondelM =1+ 2 (x — L) — 5.
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e Sin >0,

y+25—6,i($—(%+nei))—5i siy € [M, 1],
9(z,y) = i _
0 siy € [0, M].

dondeM = —QE—‘? (z — (& + nei)) + b
(by) Siiespar@ € {0,1,...,27710 —1}):

= Si(z,y) € A ,, entonces

y+ 2 (z— (5 +ne)) — 6 siyelo,M],
g(z.y) = : _
1 siy € [M, 1].

dondeM =1 — 2 (z — (& + ng;)) + 6.
= Si(z,y) € A, ,, entonces
e Sin =0,

g(z,y) = y+ B - ) i siy e M),
| 0 siy € [0, M].

dondeM = — 2 (z — L) 46,4,

7

e Sin >0,

y— 2 (z— (& +ne)) +06, siyelo,M],
g(:E)y): ¢ .
1 siy € [M,1].

dondeM =1 + 26—(? (z — (3 +ne;)) — 0.

Observacion 4.2.1.1 El comportamiento dinamico de la aplicaciéh anteriormente
definida, puede resumirse como sigue y sera verificado egu#esie seccidon (véase
Lema 4.2.3).

Sea(p,q) un punto en/; x I, i € {1,2,...}. Entonces, su Orbita puede pensarse
como el movimiento de una ciert@nda discretacuya amplitud disminuye a partir de
Jiro x I (véase Figura 4.1).

Notemos que cuando el punta ¢) pertenece d; x I con: impar (respectivamente
par), sus iteradas sufren una disminucion (respectivamanaumento) de su tendencia
de crecimiento en altura hasta alcanzar las zotjg Aj!,, | ,, donde esta tendencia
de crecimiento se invierte. 7
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Cuandai es impar Y(p, ¢) no pertenece dj, , 0 es par y(p, q) pertenecel; ,, si el
valor de)M asociado dp, ¢) en la definicién d€”, denotado poM (p, q), es cero (véase
Figura 4.1 punta), la onda es una linea horizontal y por tanto su amplitud éstaero.

Por un lado, si suponemos que las iteradagpde) no intersecan coh x {0} en-
tonces:

(@) siM(p, q) esigual &;, la amplitud inicial de la onda (diferencia en altura entre s
primera cimay valle (véase Definicion 4.2.4)) es la mayoodas las amplitudes
parciales (diferencia en altura entre cima y valle conseausjte igual al — \;
(véase Figura 4.1 pun;

(b) si M(p,q) € (0,0;) (véase Figura 4.1 punte), la amplitud inicial de la onda
toma valores entre ceroly— ;.

Por otro lado, la 6rbita d@, ¢) puede intersecar.g x {0}. Si F"*(p, ¢) es la primera
iterada en zond; x I, perteneciendo & x {0}, las siguientes iteradds®(p, ¢), k > n,
permanecen ef; x {0} hasta alcanzar la siguiente zofna, x I (véase por ejemplo en
la Figura 4.1 el punta).

Cuando(p, ¢) € Aj, coni impar, o(p,q) ¢ Aj, coni par, tenemos una situacion
analoga pard/(p,q) € [1 — J;,1].

—a— = = = » » BBV
: : 5{ ......................................... 4 v.‘ ........ }61
o b 1 v Vo
: , : L T eeeeeeeeenneens ' [ ] , :
R T — v ° Do
§v: gv..‘p ..... ° :
M . |
P . |
‘ C e 1 A
e A ...}51
® l l
; Ao e
%—1—261 =&

Figura 4.1: Iteradas dE

Nota 4.2.2. Sobre la Figura 4.1 destacamos que, para cada gpno € 1%\, la
diferencia en altura entre dos iteradas consecutivas enjzonl es la misma mientras
que ninguna de ellas intersect& a {0} (sii es impar) d x {1} (sii es par).
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4.2.2. Andlisis de la dinamica

En esta seccidén analizamos la dinAmica de la aplicakidal siguiente resultado,
cuya prueba es analoga a la del Lema 3.2.4 para otros valergsmbr un lado, esta-
blece cotas para la diferencia en altura entre cada dodad&@nsecutivas pét de un
punto del®\ I, y, por otra parte, describe su forma.

Lema 4.2.3.Sea(p, q) € J;, x L. Entonces, se satisfacen las siguientes propiedades
dondeig,i; > 1y k > 0 son enteros:

(@) SiF*(p,q) € J;, x I:

(@) 0 < |m(F*(p,q)) — m(F*(p,q))| < M(F*(p.q)) sii, es impar,
(@) 0 < |m(F*(p,q)) — m(F*(p,q))| < 1— M(F*(p,q)) sii, es par,

dondeM (F*(p,q)) es, respectivament(gM si i, e, son ambos impares,
(1—M(p,q))d M( )6

5L Siig es par ei; es impar,l — :

20 20
1-M(p,q))6s, - . .

1 — UZM@a)? iy ei son ambos pares.

1 sij, es impar ei; es pary

0]

(b) Consideremos > iy + 1, F*i(p,q) la primera iterada de(p,q) en J; x 1y
n € {0,1,...,271% — 1}, Entonces:

(1) Si(p.g) € A%,y j € {0.1,.., 2410 1};
1) o (F*Ti(p, q)) > mo( F*+ T (p, q)), sii es impar.
Si

q) €
(
) ma(F*(p, q)) < ma(F* 7% (p, q)), sii es par.
q) €
(
(

(bs) (p, AZOl\ {55 +neiy} xI}) yj e {-1,0,1,..., 2710 — 2}

1) mo(E*Fi(p, q)) > mo( F*+itY(p, q)), sii es impar.
2) ma(F*H(p,q)) < ma( P77 (p, q)), sii es par.

Definicién 4.2.4.Sea(p, q) € 1?\I,. Diremos que la iteradd&™*(p, q), k > 0 entero, es
una cima del punt@p, ¢) (respectivamente un valle) si

™ (F* ' (p,q)) < m (F*(p.q)) > m (F*(p,q))
( respectivamente, (F*~'(p,q)) > m (F*(p,q)) < m (F*'(p,q)) ).
Observacion 4.2.4.1 Destacamos los siguientes hechos:

(a) Engeneral, cuando un purita y) € I ., entero positivo, consideramos el punto
. 2, , .
enJ;,; x I para su proceso de iteracion mediahte
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(b) Por la definicién d&" y el Lema 4.2.3, para cada puntp q) € I?\/, tal que
M(p,q) ¢ {0, 1}, existe una cantidad infinita de valles y cimas que se siglen a
ternativamente una a otra. Es mas, por la parte (b) del Letn@ i (F*(p, q))
es un valle (respectivamente una cimaxyF* (p, q)), k < K, es la cima conse-
cutiva (respectivamente el valle consecutivo), para catlerel, k < [ < k/, se
tienems (F*(p, q)) < ma(F!(p, q)) < m(F* (p, q))

(respectivamente:(F*(p, q)) > m(F'(p,q)) > m(F* (p, 0)))-

Lema 4.2.5.Seai € 2N* dondeN* = N\{0} . Entonces:

Fi‘lgiﬂﬂo( 1 1) = (ﬁafm) Si k es impar
2" (757 1+ &) sikespar

k k
dondeg; . = > (—1)7 Ny y D 270 =0 sik = 0.
j=1

7=1
Demostracion.Primero, es inmediato por las definiciones que

1 1 1 .
ik = 510 (1 - ﬁ(l + ?)) (k impar) (4.1)
y
1 1

Por (4.1) y (4.2), para cade € N*, &,y 1 + & pertenecen d. Asi, como
d(I_s I 1 ) =35 Y 575 = 25110, por la definicién def,

itk 2itk—1

9itk+10 1 o 1 i+k-+10 o 1
f (2i+k—1) - Qitk—1 —2 Eitk = W (43)

Para establecer el resultado procederemos por inducdia soEl casok = 0 es

claro ya quer? es la aplicacion identidad. Supongamos gue 1. Entonces, la itera-
1

da de(Z, 1) de ordeny 2777+10 es 27" (1 1), Ahora, estudiamos cada coordenada
j=1
1

separadamente. Para la primera tenemos, por (#'3) (%) = 2% y para la segunda,

i 1 ,
o (F2 Hl(?’ 1)> =1-2"161 = Aig,

probando el casb = 1. Supongamos, como hipétesis de induccion, que el resutmdo
cierto parak — 1 > 0y probaremos que funciona pakaDe nuevo, estudiamos cada

coordenada separadamente. Por la hipétesis de induccidB)ylé primera coordenada
satisface

X k—1
3 270 R0 > 20 g i+k+10 1 1
f]:l (§> — f2 fJ:1 (E) = f2 (2i+k1)

T 9itk’
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Ahora, analicemos qué ocurre con la segunda coordenadam@sdsuponer, sin
pérdida de generalidad, gkes par, el cashimpar es analogo usando la parte adecuada
de la expresion de la hipotesis de induccion.

Comok — 1 es impar, por la hipotesis de induccion

k k—1
z 9t+j+10 1 i Z 2i+j+10 1
my | Fi= (_" 1) = Ty F? +k+10 Js] (—47 1)
2 2
1 k—1
i+k+10 :
j=1
de donde, por (4.3), los hechgs,, 1 + &, € Iy la definicion deF’ obtenemos
Zk: 2i+i+10 1 k-1 ' ‘
o | Fim (57 | = (_1)J+1)\i+j 4 Qitk+105
j=1
k
=14 (1A,
j=1
lo que establece el paso inductivo y finaliza la prueba. O

Observacion 4.2.5.1Por el Lema 4.2.3 parte (b) y el Lema 4.2.5, no es dificil notar
gue las sucesiones de valles y cimas de un p@atd), i € 2N*, son respectivamente

{(Te, tr) breoney1 = { (21—;, fz’,k) } (valles)
kE2N*+1

1 :
{(Cr, cx) reoneg2 = { (ﬁ’ 1+ &,k) } (cimas)
ke2N*+2

Lema 4.2.6.Si (p, q) € I\, la aplicacién triangularF satisface las siguientes pro-
piedades:

(@) siM(p,q) € {0,1}, entoncessr(p, ¢) = {(0,9)},
(b) siM(p,q) ¢ {0,1}, entonces0, 1) ¢ wr(p, q).
dondeM (p, q) es el valor deV/ asociado &p, q) por la Definicion 4.2.1.

Demostracion.(a) Por la definicién dé' y el Lema 4.2.3 parte (a), 8i/(p, q) € {0,1}
entonces, para cadac N*, F*(p, q) = (ax,q) conag # 0y a, — 0 cuandok — oo.
Por tanto, obtenemos que-(p, ¢) = {(0, ¢)}.
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(b) Seai, un entero positivo tal que, ¢) € J;, x I. Podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, qué&, es impar. En el cas@ par, el siguiente razonamiento seria analogo
usandoig + 21 — 1 en lugar deiy + 2[, conl > 2 entero. Esto se probara en dos
pasos. Primero, mostraremos que la sucesion de las sequouddsnadas de las cimas
de (p, q) medianteF’ es estrictamente decreciente (es cierto también, y la prasb
anéloga, que la sucesion de las segundas coordenadas didsesle(p, ¢) medianteF’
es estrictamente creciente). En efecto, fijamos un ehterd. ComoM (p, q) ¢ {0, 1},
por el Lema 4.2.3 parte (b), existé(p, q), k € N, una cima d€p, ¢) en el conjunto
A;f;jfél“o_m U AL\ ({5021 x I) . En ambas situaciones, la siguiente cima del
punto(p, ¢) medianteF se alcanza ef’* (p, ¢), dondek’ = k + 2i0+2+10 | Qio+20411
Ahora, por el Lema 4.2.3 parte (a) (expresionMdéF*(p,q))) y Observacion 4.2.4.1
parte (b), para esta nueva cima se tiene:

7T2(Fk/ (p’ (])) _ 7T2(Fk(p, Q)) . 2io+2l+10 M(pv(sq)éi(ﬂr?l + 2i0+21+11 M(p, q5)5i0+21+1
i 10
M(p, q)

i

= m(F*(p,q)) + (—ANigt2t + Aigt2141)-

COMON;, 121 < Aig+2141, €NtONCes, (F¥' (p, q)) < mo(F*(p, q)), obteniendo lo deseado.
Ahora, como segundo paso mostraremos @ué) ¢ wg(p,q). Como hicimos an-

tes, para cada enteto> 2 sea(qy, 3;) la cima de(p, q) existente enAs fémo_m U

(AR ({5} x 1)) . Por el primer pas@, < (; < 1. Seac = min{ 5,1 —

B2} > 0. Supongamos que el punid, 1) € wg(p, q). Entonces, existe € N* tal que

0 <d(F?*(p,q),(0,1)) <e. (4.4)

Por tanto|m(F*(p,q)) — 1] < e <1 — By, como0 < m(F*(p,q)) < 1, obtenemos
1 —m(F*(p,q)) < 1— P, de donde operando concluimos que

By < m2(F*(p, q)). (4.5)

Seai; un entero positivo tal qué™(p,q) € J;, x L. Por (4.4) y la definicion de,
fip) < 20% Asi,i; > ig + 4. En esta situacion, el primer paso y la parte (b) de la
Observacion 4.2.4.1 garantizan que ocu€*(p, q)) < (2 lo que no es posible por
(4.5). Asi,(0,1) ¢ wr(p, q) y (b) queda probado. O

Lema 4.2.7.Sea(p, q) € I\ Iy. Si{(}, B1.) breant1 Y { (@, Br) } ean= 12 SON, respecti-
vamente, sus sucesiones de valles y cimas medigntsi existen los Iimite];&'m B, =

G (k€ 2N* + 1) ykILm Br = B (k € 2N* + 2), entoncesvr(p, q) = {0} x [, 5]
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Demostracion.Fijamos(0, c) € {0} x [, 5] y € > 0. Sean, i; € N* enteros positivos

tales quep, ¢) € Ji, x Iy 517 < 5. Ahora, sea\ = max{iy + 1,7 + 1} y definamos

, A si A es impar
19 = .
? A+1 siAespar

Comoc € [#, 3], por el primer paso de la parte (b) de la prueba del Lema 4.8e5lg
parte (a) del Lema 4.2.3 existe, y), iterado dgp, q) por F, tal que:

(IL',y) S Ji2 x 1 (46)
Y 1
O<\y—c|<M(:cy)<(512<ﬁ<%. 4.7)
En estas condiciones, (4.6) garantiza la desigualdad
1 1 €
< < — < -, 4.8
O<9c_2121_2“<2 (4.8)

Por (4.7) y (4.8),

0<d((0,9),(0.0)) = Va2 + (y—cP Sw+ly—cl <5+
de donde obtenemd®} x [, 8] C wr(p, q).
Por otro lado, se&y, §) ¢ {O} [5', B]. Ahora, existen dos posibilidades:

(a) |Casoy # 0.|Como f"(p) — 0 cuandon — ooy v # 0, existen, € N* tal que
v— f"(p) > 0. Seas = %’W > (0. Entonces, como la anterior convergencia
es estrictamente decreciente, obtenemos

v = f"(p)

v—f"(p)zv—f"°(p)>f=€

para cada enter@ > ng. Asi, d((v,6), F™"(p,q)) > v — f"(p) > ¢ para cada
enteron > ny y esto implica(v, ) ¢ wr(p, q).

(b) |[Casoy =0y ¢ |5, 3].| Seah > 0 la distancia entrd0} x [, 5]y {(0,4)}.
Consideremos = 2 > 0. Como lim B, =03 (ke2N+1)y Jim B = 3

2
(k € 2N* + 2), existek, € N* tal que

1By — 8] < e paracadak € 2N* + 2,k > k

|3, — B'| < ¢ paracadak € 2N* + 1,k > ko.
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Seak;, € 2N* + 2y ky € 2N* + 1 tales quéky, ky > ko. Entonces:
Br, <e+ y B —e < B, (4.9)

Ahora, existers,, , s, € N* tales qued,, = F*1(p,q) y 3;, = F**=(p,q). Sea
sk, = max{sg,, Sk, }. ENntonces, por el primer paso de la prueba del Lema 4.2.6,
la parte (b) de la Observacion 4.2.4.1y (4.9),

B —e < B, <m(F(p,q) < by <+

para cada entero> s, . Por tanto,

d(F*(p,q), (7,0)) = |m2(F*(p, q)) — 6] > €
para cada entero> sy, . Asi, (v,9) ¢ wr(p, q).

Por (a) y (b) mostramos que-(p, q) C {0} x [#', 5] y la prueba finaliza. O

4.2.3. Resolucion de (P3) efif® (I2)

Tras analizar en la seccion anterior la dindmicafepasamos a probar que no
satisface la propiedad de clausura en la métrica de Haysal@rsus conjuntas-limite.

Teorema 4.2.8.La aplicacion continuaf’ introducida en la Definicion 4.2.1 satisface
las siguientes propiedades:

(A) Existe una sucesion de punt®;, ¢;) }icon+ C 12\ [, tal que:

(A1) wr(pi,q;) = {0} x [a;, b] conb; —a; = 1 — 55.
(A2) lim wp(p;, ¢;) = {0} x [515, 1] en la topologia de Hausdorff dé.

(B) wr(p,q) # {0} x [515, 1] para cada(p, ¢) € I%.

Demostracion.(A) Sea{(p;, ¢;) ticane = {(55. 1) }ieon+. Por la Observacion 4.2.5.1,
para cada punt(p;, ¢;) de la anterior sucesion, conocemos la expresion de sus yalle
cimas medianté’. Por el Lema 4.2.7, si existen los Iimit]ga’m ty=t(ke2N"+1)y

lim ¢ = ¢ (k € 2N* + 2), entoncesvr(p;, ¢;) = {0} x [t, c]. Ahora, por (4.1) y (4.2)

k—o0
reSpeCtlvamente,
1 1 1
== — (1= ——(1 4+ — ke N +1
it g (1= gt g0) e+
y

1 1
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Portanto,klim th =g (1 - 55) (k € 2N" + 1)y hm ¢k =1 — 550 (k € 2N* + 2).
Entonces, usando el razonamiento previo se verifica

1 1
WF(pia%) {O} X [ﬁ (1 B 3. 2i) 1 - 3. 2i+10:| )

lo que establecgA, ). Para probaf.A,), calculamos los siguiente limites puntuales que
en este caso coincide con el limite en la topologia métrichlalesdorff del® (véase
[E 90])

. , 1 1
ilgilowF(Pia%) = hm <{0} X [ﬁ (1 BEY 2i) 1= m])
- {O} [2107 ]

(B) Como F' es una aplicaciéon continua @h, entonced, es una fibra de puntos
fijos. Por tanto, para cada, q) € Iy, wr(0,q) = {(0,9)} # {0} X [, 1]. Sea ahora
(p,q) € T?\I,. Por el Lema 4.2.6 parte (a), 31 (p, q) € {0,1}, entoncesvr(p, q) =
{(0,¢)} # {0} x [515, 1]. Por otro lado, s (p, ¢) ¢ {0, 1}, entonces por el Lema 4.2.6
parte (b) el puntd0, 1) no pertenece @ (p, ¢) y por tantowg(p, ) # {0} x (515, 1]. O

Corolario 4.2.8.1. La familia W(F), dondeF e CR(I2) es la anterior aplicacién
triangular, no es cerrada efiC(I?), dy ).

Observacion 4.2.8.1Una vez comprobado que la propiedaddgeclausura no se ve-
rifica enCa (1?), e incluso tampoco e (12), proponemos analizar en el futuro lo que
ocurre con la clase de endomorfismos continuos de permatanis,

C(I*) = {F: (z.y) — (9(y). f(2)) : F € C(T")}.

Dado que esta clase de aplicaciones posee, como consecdersti especial morfolo-
gia, ciertas similitudes con la dinamica de las funcionédionensionales (véanse, por
ejemplo, [BL 00], [BL 01] o [BL 02]), seria interesante amzali la veracidad o no, de
la propiedad de clausura en la métrica de Hausd@ff,para la familia de todos los
conjuntosu-limite generados por elementos de4.



Capitulo 5

Caracterizando i(F) = 0 enC% (I°)

Como ya comentamos en la introducciéon, medidritél?) denotaremos ala clase de
las aplicaciones triangulares que poseen una funcién paatsfaciendo la propiedad
de ser Pdif) cerrado.

Dada una aplicaciéR € Ca(I?) consideremos las siguientes propiedades dinamico-
topoldgicas:

(1) la entropia topologica d& es cero k(F) = 0);

(2) la entropia topolégica dBreq ) €S cerok (Fireqr)) = 0);

(3) Flreqr) €S NO cadtica;

(4) cada punto recurrente dees uniformemente recurrente (REgEUR(F));

(5) los periodos de todos los puntos periddicos son una potdadlas ¢ < 2).

Es bien conocido que las propiedadés- (5) son equivalentes para las funciones
continuas del intervalo unidad (véase [SKSF 97]). Tal emjeiwia establece una util
caracterizacion de la propiedad de entropia topolégicaaee, como es sabido, es un
signo de simplicidad dinamica.

87
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5.1. Estado del problema er€ (%)

En 1989, A.N. Sharkovsky S.F. Kolyada (véase [SK 91]) formularon el problema
de estudiar las relaciones existentes entre las propiedBde (5) en el contexto de las
aplicaciones triangulares del cuadrado unidad. Como poraentario, hemos de decir
que, en general, paté (T?) las propiedades (1)-(5) no son mutuamente equivalentes.
Por ejemplo en [BEL 95], se contruye una aplicacion triaagehl® de clase< 2*° pero
gue posee entropia topologica positiva y puntos recuisente no son uniformemente
recurrentes, es decir, se prueba gile= (1) y (5) # (4) (este mismo resultado es
presentado en [Ko 92] pero la peculiaridad que introducel[BE es que los autores
proporcionan un método que permite construir para éaglaero positivo un elemento
deCa(I?) de claseC* satisfaciendo las propiedades). Por otro lado en [FPS 984 se
un ejemplo er€x (T?) de una aplicaciéi” que posee entropia topolégica cero y tal que
su conjunto de puntos recurrentes es diferente del de puntimsmemente recurrentes
((1) % (4)). Para mas informacion sobre la no equivalencia mutua Egopiedades
(1)-(5) para los elementos de la clasg?) véanse, por ejemplo, [Ko 92], [K®9] o
[KMS 99].

Ademas, incluso bajo fuertes hipoétesis adicionales sabaplicacion triangulaf’,
la equivalencia no se consigue. En [Kol] se considera el problema de analizar la
equivalencia para aplicaciones triangulares no decressean las fibras, es decir, trans-
formaciones de la formér,y) — (f(z),g(z,y)) donde para cada € I la funcidng,
es no decreciente. En esta situacion se prueba que lasgadpe(1), (2) y (5) son mu-
tuamente equivalente§3) implica (4) y (4) implica (1). Sin embargo (véase [KdD1,
Lema 4.2]) existe un ejemplo de una aplicacion trianguladecreciente en las fibras
satisfaciendo2) pero no 8) ni (4) (este ejemplo esta basado en ideas de [FPS 95]). La
implicacion de(4) a (3) ha sido recientemente resuelta de modo negativo en [FPS 04].
Por tanto, incluso para esta clase tan particular de apites, las propiedadé¢s) — (5)
no son equivalentes.

5.2. LaclaseCi(T?)

Consideraremos el problema de la equivalencia mutua éhtre (5) en la clase
Cx (%) de las aplicaciones triangulares que poseen funcién baseorgunto de pun-
tos periodicos cerrado. Para tales aplicaciones probargom (1)-(5) son propiedades
mutuamente equivalentes, resolviendo asi el problemaipsdp por Sharkovsky Kol-
yada en [SK 91] para esta clase particular de aplicaciorzwjtrlares.

La hipotesis que consideramos sobre las funciones base resjuerimiento facil
de comprobar, bien estudiado en la literatura y satisfedroupa gran cantidad de
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funciones del intervalo. Observemos que las funcione Hleque posean conjunto de
puntos periédicos cerrado, necesariamente tienen eati@pdldgica cero pero no a la
inversa. Existen funciones del intervalo de )50 (es decir, funciones cuyo conjunto de
periodos eq1, 2,22, ...}) y por tanto con entropia topolégica cero (véase [MS 801), ta
gue el conjunto de sus puntos periddicos no es cerrado (péaggemplo [SKSF 97]).
Es mas, se verifica el siguiente resultado:

Teorema 5.2.1 ([Ni 82], [SF 80], [SKSF 97] y [X 81])).Seaf una funcion continua
del intervalol. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

(7)) Pex f) es cerrado,

(it) paracadar € I, ws(z) es finito,
(ii7) Red f) = Per(f),

(iv) UR(f) = Per(f).

5.3. Resultados parciales

En esta seccion probaremos ciertos resultados parciadasagupermitirdn estable-
cer la equivalencia mutua entre (1)-(5) para los elemera@s (7?).

Teorema 5.3.1.SeaF € Cx(I?) con funcién bas¢. Entonces() y (4) son equivalen-
tes.

Demostracion.Supongamos que se satisfad¢¢. Entonces, por la féormula de Bowen
(1.1) se verificah(f) = h(F|;,) = 0 para cada: € . Fijamosz € Per(f) y seam, su
periodo. Entonces(F") = m, - h(F) = 0 (véase [BC 92, Capitulo VIII, Proposicion
2]), y por tantoh(F™=|;,) = 0. Consideremos la funcion unidimensional

Tmz = gfmx—l(l.) o...0 g:l:

Entoncesh(r,,,) = 0. Y por tanto Recf,, )=UR(7,,,) (véase [SKSF 97, Teorema
4.19]). Consecuentemente, como R€€-|;,) = {z} x Redr,,) Yy UR(F™|;) =
{z} x UR(7,,,), encontramos

RedF™|;,) = UR(F™|,,).

Es mas, tenemos Rdc¢(”)=Rec(’) y UR(F™)=UR(F) (véase [BC 92]). Por tanto,
Red F|;,) = UR(F|,). Comox € Per(f) esta arbitrariamente fijado,

Req Flpe(s)xr) = UR(F [pegf)x1)-
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Por otro lado, comd” € Cx(7?) el conjunto Perf() es cerrado, lo que por el Teo-
rema 5.2.1, significa que Rgt = UR(f) = Perf). Obteniéndose, por tanto, que
Rec(F)=UR(F).

Ahora supongamos que (1) no se satisface, es dedit) > 0. Como Perf) es
cerrado, por (1.1) existe un puntoe Per(f) tal queh(F|;,) > 0. Seam, el perio-
do dex por f. Por tanto, por [KS 96, Lema 4.44(F™|;,) = my - h(F|) > 0
(obsérvese que este hecho no puede deducise en general @2,[B@pitulo VIII,
Proposicion 2] ya que, excepto para el casp = 1, la fibra I, no es invariante me-
diante ). Por endef(r,,,) > 0y usando de nuevo [SKSF 97, Teorema 4.19] existe
y* € Rec(,)\UR(7,,). Consecuentemente, existe una sucesion de enteros rivogga
()72, tal que lim 775k (y*) = y*. Asi,

(2,y%) = lim (2,75 (y")) = lim F™" (z,y7),

k—oo

es decir(z,y*) € Rec("*)=Rec(’). Observemos quer, y*) ¢ UR(F). De otro mo-
do, y* € UR(7,,), lo que no es posible. Por tanto, RE}¢ UR(F) finalizando la
prueba. O

Para probar la equivalencia ent® y (4) (véase Teorema 5.3.3) desarrollamos el
siguiente resultado auxiliar.

Lema 5.3.2.SeaF € Ci(I?) con funcién baseg'. Si F satisface (4), entonces para
cada(z,y) € RedF), la aplicacionF|,, ., €s no caotica.

Demostracion.Sea(x, y) € Rec(’). El caso donder(zx, y) es finito es trivial. Asima-

se quewr(z,y) es un conjunto infinito. Como (4) se satisface pBrgor el Teorema
5.3.1,h(F) = 0. Por tanto, por (1.13(F|;,) = h(f) = 0 para cada € Perf). Como

(z,y) € Rec() y Per(f) es cerrado, usando los Teoremas 1.2.4y 5.2.1, tenemos que
x € Pel(f). Seam, el periodo der mediantef. Entonceswr(x, y) se distribuye en fi-
brasl,, donder; = f/(z) paraj € {0, ..., m,—1}. Es mas, de (4) se sigue qug(z, y)

es un conjunto minimal dé'. Asi, para cadd € {0, ...,m, — 1}, F""* posee un con-

mg—1
junto minimal M, contenido enl,, y wp(z,y) = |J M,,.Por(4)y[BC 92, Capitulo
j=0

VIII, Proposicion 2], Re¢F™+) = UR(F™+) y por ende Re@"*|;, ) = UR(F™|y, ).
Como para las funciones del intervalo (4) implica (3), padag € {0,...,m, — 1}

la aplicacic')nFmr|Im]_ es no cadtica en su conjunto de puntos recurrentes. Por, tanto
me\lzj es no caotica en/,, para cadg < {0, ..., m, — 1}. Consecuentemente, como

r € Per(f) la aplicacionF=, y por endel’, es no caotica en la union de,,; que es
igual awp(z,y). O

Teorema 5.3.3.SeaF € Cx(I?) con funcién bas¢. Entoncesd) y (4) son equivalen-
tes.



5.4. RRUEBA DEL RESULTADO PRINCIPAL 91

Demostracion.Supongamos quéireqr) €S cadtica, entonces existen puntos <
Rec(F) satisfaciendo:

liminf d(F"(z), F"(t)) = 0, limsup d(F"(z), F"(t)) > 0. (5.1)

n—0oo n—0o0

Por tanto, existe una sucesion creciente de enteros [ssitiv)° , tal que

klirgo d(F"(z), F™(t)) = 0.

Como, (F™(2))52, Y (F™ (1)), poseen subsucesiones convergentes, sin pérdida de
generalidad, podemos asumir %‘i%o Fre(z) =uy klgrolo F™(t) = v. Entoncesy = v
yu € wr(z)Nwe(t). SiRedF') y UR(F) fuesen iguales, entonces (z) y wr(t) serian
conjuntos minimales y por tantey(u) = wr(z) = wr(t). Asi, F|,. ) Seria cadtica,
lo que no es posible por el Lema 5.3.2. Queda pues probadoepe’ R~ UR(F).

Ahora, supongamos que Ré¢) # UR(F). Por el Teorema 5.3.1(F') > 0. Usan-
do que Perf) es cerrado, por (1.1) existe un puntoc Per(f) tal queh(F|;,) > 0.
Seam, el periodo der mediantef y 7,,, la funcion unidimensional definida como
Gfma—1(z) © ... © g. ENtONCEsh(7,,) > 0y por tantor,,, es caotica en el conjunto de
sus puntos recurrentes (véase [Sh2 65, Teorema 4.19])eAsienz,,t; € Red,,,)
tales que

liminf d(7;, (21), 7 (t1)) = 0, limsup d(7,, (21), 7. (t1)) > 0.  (5.2)

€T
n—0oo n—oo

Para cada entero > 1 ey < I, F™="(z,y) = (z, 7 (y)). Por tanto, si definimos
z=(x,21)yt=(z,t1), entonces,t € ReqF)y por (5.2) conseguimos

liminf d(F™="(2), F™="(t)) = 0, limsup d(F™"(2), F™="(t)) > 0.
Asi,
0 < liminf d(F"(2), F"(t)) < Uminf d(F™"(z), F™="(t)) =0
y
0 < limsupd(F™="(z), F"="(t)) < limsup d(F"(z), F"(t)),
obteniendo qué’|req ) €S Caotica. O

5.4. Prueba del resultado principal

Finalmente, pasamos a demostrar la equivalencia entredpgefdades (1)-(5) para
la clase de aplicaciones triangulaésg 7?).
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Teorema 5.4.1.SeaF € Cj(I?) con funcién basg. Entonces, las condicion€s) —(5)
son mutuamente equivalentes.

Demostracién.Por los Teoremas 5.3.1 y 5.3.3, obtenemos las mutua equivalentre
(1), (3) y (4). Por otro lado, por [K0 99], y sin hipotesis adicionales)(es siempre
equivalente & (F'|pegr)) = 0 enCa(I?). Por tanto, com@2) implica h(F|pe(r)) = 0,
obtenemos qué2) implica (5). Por definicion, {) siempre implicaZ) y por [Ko 92,
Teorema 8], %) es equivalente a} finalizando la prueba. O

Observacion 5.4.1.1(.A) Es conocido que existe una larga lista de propiedadestearac
rizando la propiedad de poseer entropia topoldgica ceelpsielementos d&1) (véa-
se [SKSF 97]). En este Capitulo hemos estudiado el problermpuesto por Sharkovs-
kil y Kolyada (véase [SK 91]), de encontrar una condicién @sobre los elementos
deCa(T?) que permita obtener una caracterizacion de la propiedadsiep entropia
topoldgica cero, anéloga a la habida para los element@¥ldeNosotros hemos es-
tudiado cuatro de las propiedades mas representativasakemies a poseer entropia
topolodgica cero ed(I), (2)-(4). Esta claro, que en el futuro, serd necesario zaradi
el resto de propiedades que@(i) caracterizan a la entropia cero se mantienen validas
para los elementos d& (7%). Nuestra idea es que para muchas de ellas la equivalencia
funcionara.

(B) Dada una aplicacion trianguld?, un problema abierto es analizar la validez
0 no, de la implicacion entre (4) R@c) = UR(F) y (1) h(F) = 0. La importancia
de este problema radica en que si existiese una contestaastiva al mismo, podria
proponerse una definicién de simplicidad en la ctas@?) en términos puramente di-
namicos, al realizarse a través de conjuntos con propisdieetorno. Una aplicacion
triangularF’ seria simple siy solo si RéE’) = UR(F).

Por los resultados obtenidos tras nuestro andlisis y poakdjo de [K& 01], el
problema de analizar la implicacion entre (4) y (1) quedaic&tb a considerar aplica-

ciones triangulare$’(z,y) = (f(x), g(z,y)) conh(f) = 0y PeK f) # Pelrf), y con
al menos unx € [ tal queg, es decreciente.



Apéndice

En relacion con lo planteado en el Capitulo 1, Seccion 1.5tramos dos ejemplos
de espacios y aplicaciones que generan sélo conjuntoslaeque poseen dos puntos.

Teorema 5.4.2.Existe una aplicacion continua definida en un espacio tipotGatal
gue cada conjunto scrambled tiene exactamente dos puntos.

Demostracion.Seay, el espacio de las sucesiones= x;z,x3... dondez, = 0 0

1 para cadan, dotado con la topologia de la convergencia puntual. Cenesidos la
aplicacion continuahifto : ¥ — X, definida poro (z1z2x3...) = zox3... . Por [L 03,
Teorema 3.11], exist& C X, o-invariante y métrico compacto tal queyx verifica
gue cada conjunto scrambled posee exactamente dos puntastdllado, es conocido
(véase [Ki 98]) que existe un homeomorfismeentre, y C, dondeC es el conjunto
ternario de Cantor clasico. 8{X) no posee puntos aislados, entonces el conjufXo
es tipo Cantor y cada conjunto scrambled para la aplicacatirca definida eh(X),
hoooh™!, posee exactamente dos puntos. Si por el contrario exdstfgmtos aislados
x; enh(X), para cada existirdU; entorno cerrado de; tal queU; N A(X) = {xz;}. Sea

C; C U; el conjunto de Cantor que contiene;gy consideremosl = A(X)U | JC; ).

Es claro queA no posee puntos aislados y es de tipo Cantor. Considerezmca; lah
funcionf : A — A definida como

Fa) = {hoaoh_ (z) siz e h(X),

hocooh ' (x;) siz e C;paratoda.

Es obvio quef es continua y que cada conjunto scrambled posee exactadwnte
puntos ya qud (y) = f(x;) para cada € C;.
O
Nota 5.4.3. El punto crucial en la prueba del teorema es la existenci@sjgcioX
contenido ert,; que esr-invariante y que satisface la propiedad de generar Unicgme
conjuntos scrambled bipuntuales. A este respecto, tarceaentar que dicho espacio
se construye como la union de las érbitas cerradas de dosspadécuadamente ele-

gidos del espaci@, que poseen conjunteslimite infinitos (para mas detalles véase
[L 03)).
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Teorema 5.4.4.Existe un continu& C R? (espacio compacto y conexo) con interior
vacio y un homeomorfisnioenX, tal que, cada conjunto scrambled tiene exactamente
dos puntos.

Demostracion.Consideremos los conjuntos B, C'y D y las funcioneshy, hy Y hs
definidas como siguen:

A= {(x,sen(g) eR?:z€(0,1))},

B = {0} x [-1,1],

C= {(% + % cos(), 1 + % Sen(so)) ER?*: ¢ € [0,]},

D = {1} x (0,1),

hi @ A — (1,+00) tal que(z,sen(Z)) — 1 —tg (3(z — 1)),

hg . (1, +OO) — (1, —|—OO) tal C]UEx — m

hs : (1,400) — Atal quez — (1, sen(mz)).

Consideremos el espacdd= AU BU C U D. Es claro queX es conexo (incluso

por arcos) y compacto como puede observarse en la siguigata.fi

1.5¢

’ |2 0.4 0.6 0.8 1
0.5
-1t

Consideremos ahora la siguiente funcion:

H( ) h30h20h1(l’) Si$€A,
€T) =
x en otro caso

Es obvio queH es un homeomorfismo. Ademas, cada conjunto scrambled pxaee e
tamente dos puntos. En efecto, la funci@nno posee ningun conjunto scrambled en
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B U C U D ya que sobre tales conjuntos esta definida como la idenftadtro lado,
es claro que no existen conjuntos scrambled paen A ya que se satisface
HI%(H(IL‘) —z)=0. (5.3)
La expresion (5.3) se sigue de la igualdﬁ%(hg(x) —x) = 0. Por otra parte, por (5.3),
sizx € Aey € B, {z,y} esun par de Li-Yorke. O

Nota 5.4.5.Con respecto a las funciones que integran la definicioi gaotamos lo
siguiente:
(1) Lafunciénh, rectifica la curvasen(2) en la semirecta positiva,

(2) la funciénh, mueve los puntos hacia el infinito con una velocidad deanéeje

(3) si tomamos como punto d8, y = (0,1) oy = (0,—1) y = € A arbitrario,
obtenemos un par de Li-Yorkeextremal ya quelimsup d(H™(z), H"(y)) = 2,

n—oo

alcanzando su maximo valor.

Observacion 5.4.5.1 En el ejemplo contenido en [FPS 95], se muestra que los conti-
nuos pueden admitir aplicaciones que solo poseen paresighe. Pero, el continuo
que se usa es el espadfoque posee interior no vacio &% con la topologia relativa.
Con el Teorema 5.4.4, se muestra que continuos con intexddo en el espacio euclideo
en el gue se sumergen, también pueden admitir la misma plaxpie
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