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Introduction

During the last quarter of the 19th century, while Peano and Picard closed the clas-
sical approach of finding solutions for Ordinary Differential Equations (O.D.E.), Lia-
punov and particularly Poincaré opened a new one:“The qualitative study of the solu-
tions” . It is an approach to the problem completely new. The existence of solutions
is assumed and, on the contrary, the topological propertiesof the space where we work
and the analytical ones of the map which defines the equation are used for stating the
asymptotic behavior of the solutions for large values of time.

While the qualitative theory of differential equations wasgrowing, mathematicians
gradually understood that the essential points of this theory live in a more general frame-
work, the Dynamical Systems (D.S.).

Even though a lot of years were necessary for obtain an abstract formulation for
this concept (at this point we quote the work of Birkhoff [Bi 27] in the twenties and
Nemytskii and Stepanov [NS 49] between the forties and fifties), it is possible to say
that its origins are as old as Science. Roughly speaking, we are able to define a D.S.
as an evolutionary process on time which is deterministic, i.e., their future states are
predicted using its current position and the rules which govern its evolution.

Scientific like Kepler (with his search for internal rules which governed the obser-
vations), Galileo (who teached us not to consider the time, the movement and the speed
as mysterious qualities or essences, but as variables whichare measured and mathemat-
ically counted), Descartes (with his perception of the countless of the space and his idea
of the world as mechanism), Newton (who striped science of metaphysical arguments
and established the mainstays of the modern scientific thought) or the own Malthus
(with a pessimistic and wrong, but mathematically based, point of view concerning the
evolution of the human population which advised us that not only the exact pieces of
information are important, but too the tendencies) are fairpioneering members of the
research team in the D.S. area.

From the point of view of the structure of the set of times, we consider two different
kind of D.S, i.e, the continuous ones (the set of times is a continuous semigroup ofR,
it is the case of systems of O.D.E.) and the discrete ones (theset of times is a discrete
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IV INTRODUCTION

semigroup ofZ). Now, we center our attention on Discrete Dynamical Systems (D.D.S.)

In the same way that for Continuous Dynamical Systems (C.D.S.), the father of
D.D.S. is H. Poincaré, who studied them as a consequence of searching methods which
simplify the qualitative study of the more difficult C.D.S. generated by systems of non
linear O.D.E. . His idea of reducing the study of a C.D.S. to a discret one was born
in 1899, and it had a great importance because it allows to analyze the topology of a
D.S. without solving complicated differential equations.When Poincaré disappeared,
the topology flourished but D.S. degenerated.

Around the first quarter of the 20th century, C.D.S were studied from a physics point
of view by Duffing [Du 18], Birkhoff [Bi 27] and Van der Pool [V 27]. But carried
out this aim, involved to solve, in a rudimentary way, the complicated related systems
of differential equations which in many cases were unsolvedas a consequence of the
computational complexity. Nevertheless and surprisingly, the easier D.D.S. (defined by
continuous selfmaps of compact intervals of the real line) were essentialy unexplored.

In the twenties and thirties the theory underwent considerable steps forward, partic-
ularly in systems related with the circle and the plane, as a result of the works due to
Julia, Fatou, Birkhoff and Denjoy.

Between 1950-1960 and forced by the work of Moser [Mos 62], Myrberg [My 63],
[My 65] and Smale [Sm 65], [Sm 67], the study of D.D.S re-emerges again. And it
obtains its peak point in the seventies when appeared the works of Metropolis, M.L.
Stein and P.R. Stein [MSS 73], Li and Yorke (who published in 1.975 their well known
paper “Period three implies chaos” [LY 75]) or R. May (who showed us in 1976 that
simple and deterministic models, which are used in Biology,Economics and Social
Sciences, are able to present complicated dynamical behavior [Ma 76]).

On other hand, the rediscovery on the same dates by Stefan [St77] of the Sharkovs-
kiı̆´s theorem concerning periodic structure of continuous selfmaps on the interval, con-
sidered as one of the most outstanding mathematical resultson the second part of the
20th century, was the fact which earned the theory recognition as a mathematical disci-
pline. Therefore, the scientific pillars for the development of this study were established.
And D.D.S. moved into a main position on the theory of D.S.

Generally speaking, a D.D.S. is a triple composed by the elements(X,Z, φ) where
X (phase space) is a nonempty topological space andφ : Z × X → X (flow of the
system) is a continuous map holding the following properties:

(a) φ(0, x) = x for each elementx ∈ X,

(b) φ(s, φ(t, x)) = φ(s+ t, x) = φ(t, φ(s, x)) for eachs, t ∈ Z andx ∈ X.
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Along all the work, we use D.D.S.asociatedor inducedby a continuous selfmap
ψ : X → X (ψ ∈ C(X)). In this situation the system(X,Z, φ) is given byφ(n, x) =

ψn(x) for eachn ∈ Z\{0}, whereψ0 means the identity map defined onX andψn(x) =

ψ(ψn−1(x)). We consider the negative iterate as an iteration of the mapψ−1. For each
pointx ∈ X, the sequence(ψn(x))n∈Z is called the trajectory ofx by the mapψ. Note
that the fact of using negative iterate of the mapψ, implies thatψ is an invertible map.
Of course, this situation is not held when we consider an arbitrary continuous selfmap.
So, in the most of cases we consider systems of the form(X,N, φ), where byN we
denote the set of all non negative integers. Under these conditions the trajectory of a
pointx by ψ is a sequence of the form(ψn(x))∞n=0. From now, we denote by(X, ψ) the
D.D.S. generated by a mapψ ∈ C(X).

It has been showed that the basic operation to understand thebehavior of this kind
of systems is the iteration of continuous maps. Thus, D.D.S.are a part of“Iteration
Theory”, a more general theory which appears in a lot of areas of mathematics:

(a) contractive transformations on Banach spaces,

(b) funtional equations,

(c) numerical schemes for partial differential equations,

(d) non-linear differences equations.

A lot of examples of D.D.S. could be presented. But, between them, we underline some
related withnon linear finite differences equationsand we show some of them from
[SP 83]:

• Guckenheimer, Oster and Ipaktchi´s equation:

ψ(x, y) = (y, r(y + x)e−0.1(x+y)).

• ψ(x, y) = (Axf(x, y), Byg(x, y)), wheref, g : R2 → R are continuous maps
andA,B ∈ R, in particular:

ψ(x, y) = (Axeαx+βy, Byeγx+δy).

• ψ(x, y) = (Ax, xf(x) + yg(y)) wheref, g : R → R are continuous maps and
A ∈ R.

This sort of systems are very interesting as a consequence oftheir applications. They
are the mathematical formulation of physical, chemical, ecological, economic and social
processes.
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In general, when a D.D.S.(X, ψ) is given, we try to study itsdynamic, i.e., we try to
find out the asymptotic behavior of the trajectories of all points of the phase space. This
behavior depends strongly on the topology of the spaceX and, as a consequence of this
relation, this type of study is known as the analysis of the“topological dynamic” of the
system.

Problems of the form(X, ψ) whereX was a compact metric space andψ was an
homeomorphism were considered by a long time. The requirement of compactness
is a hypothesis on finiteness, similar to the property required to the measures in the
framework of the theory which studys them. On other hand, themetrizability in general
is not a key point property for proofs. But, usually it shortens them and it is in coherence
with the situations held for applications. As problems which were considered at that
time, we have the study of minimality, the topological structure of the“wandering”
sets, topological transitive and topological conjugation.

From the seventies, when the use of the computer became an essential tool for cal-
culating trajectories of points and appeared the interest for D.D.S. associated to finite
differences equations for modelling phenomena from population dynamics, economics
and numerical methods from partial and ordinary differential equations, in general the
map which defines the system is not considered an homeomorphism. Now, the sys-
tems studied have the form(X, ψ) where the phase space is usually a euclidean space,
or a compact manifold with or without border and the mapψ is a continuous map not
necessarilly invertible. In this new situation, the mapψ is more complicated but, on
the contrary, the phase spaceX has been simplified. In this stage, other problems were
considered and new tools were necessary to develop for trying to understand phenom-
ena such the existence of chaos, the dynamical complexity and the presence of strange
attractors, between others.

In contrast to other points of view for studing situations concerning dynamical sys-
tems like the ergodic approach based in the measure theory, or the analytical one which
uses the smooth properties of the system, this Memoir deals with problems of topo-
logical dynamics. Therefore, in this setting we analyze theasymptotic behavior of the
points of the system under the action of the map through the notion of ω-limit setof an
orbit (i.e., the set of limit points of the orbit). For this reason, our feeling is that it is not
fortuitous that the first important result on the dynamical system theory, the Poincaré-
Bendixson´s theorem (“ if there are no critial points for theω-limit set of a bounded
orbit of an autonomous system of equations in the plane, thenthe orbit is periodic”),
uses this concept. Therefore, and jointly with the notion oftopological entropy (see
Definition 1.1.1), we will center our research in this work about them.

D.D.S. related to selfmaps defined in one-dimensional spaces (at the first moment
the interval and the circle) became to an area with importance in itself at middle of
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seventies with the papers, previously quoted, by Li and Yorke [LY 75], May [Ma 76],
and the proof on the West of the famous Sharkovskiı̆´s theorem by Stefan [St 77]. It is
surprising that in that time there were results concerning two-dimensional D.D.S. and
even for general ones. It was classicaly motivated by the connections with the theory
of differential equations (the systems were seen as a execution of the corresponding
Poincaré´s maps), but the emphasis was looked at either under the local theory or under
the global theory for homeomorphisms and/or diffeomorphisms, and in these cases one-
dimensional dynamics is very easy. For this reason, it is notsurprising that a lot of
problems on this theory have been recently solved and other are still open. That is the
case forω-limit sets for continuous selfmap on the interval which were characterized in
1989 [ABCP 89/90], see also [BS 92].

At the same time, one-dimensional D.D.S. were evolving, andfrom the pioneering
papers by Kloeden [Kl 79] in 1979 and mainly by Kolyada [Ko 92]in 1992, the interest
of the mathematical community turned about two-dimensional systems (the typical case
is the compact unit square inR2). The first results concerningω-limit sets for such kind
of systems (some of them work for more dimensional spaces) were obtained by Agron-
sky and Ceder [ABCP 89/90], [AC1 91/92] and by Kolyada and Snoha [KS 92/93], in
[JS 01] some of them were partialy completed. Nevertheless,in dimension higher than
one there exist a lot of difficulties and that kind of problemsare studied in this Memoir.
For systems related to homeomorphisms (particularly diffeomorphisms) the problem
must be easier, even by the existence of the Thurston´s work [Thu 88]. On the contrary,
the research lines have been focused on other ways and today the characterization of the
ω-limit sets for such kind of special systems is still open.

Since the increase of the dimension of the phase space introduces heavy additional
difficulties, the strategy for studying this kind of systemsis to consider some classes of
special maps which, in some sense, simplify the process. So,we fix a phase spaceX, we
consider a class of mapsF ⊆ C(X) and we will study dynamical systems of the form
(X, ψ) whereψ ∈ F . In this situation we state a list of problems, some concerningω-
limit sets and another about the property of having zero topological entropy. In general,
if ψ ∈ C(X) andF ⊆ C(X) we introduce:

W(ψ) := {ωψ(x) : x ∈ X}

and
WF := {ωψ(x) : ψ ∈ F andx ∈ X}.

Under the previous conditions we establish and study the following problems:

(P1) given a mapψ ∈ F , describe completely the familyW(ψ) of all ω-limit sets
generated by the mapψ;
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(P̄1) given a subfamily of setsA ⊂ WF , define explicitely a mapψ belongs toF such
thatW(ψ) = A;

(P2) to analyze the existence of universal and w-universal elements (universal in a
weak sense) in the class of mapsF for the family of setsWF (see respectively
Definitions 3.0.15 and 3.0.14);

(P3) to study the property of closure of the family of allω-limit sets generated by a
mapψ ∈ F , W(ψ), in the space of all compact and nonempty subsets ofX,
K(X), endowed with the Hausdorff metric topologydH .

For the analysis of a D.D.S.(X, ψ), in many occasions it is useful to have a tool
which measures, in some sense, the dynamical complexity of the system. So, the topo-
logical entropy of the systems plays for us this role. Thus, when the topological entropy
of the system is positive, and we denote this byh(ψ) > 0, complicated and strange
phenomena could appear. On the contrary, if the systems has zero topological entropy,
then the system has a simple dynamical behavior, in certain sense, non chaotic. In this
setting, the problem of finding topological characterizations of the property of having
zero topological entropy is stated. Therefore we can state anew problem:

(P4) given an elementψ ∈ F , find characterizations of the property:ψ has zero topo-
logical entropy.

When the phase spaceX is the compact unit intervalI and the family of mapsF is
composed of all continuous selfmaps defined onI, the problems previously established
have been well analyzed and there exist a lot information concernig their solutions in the
literature. It is clear that obtaining a full solution for the problem (P1) is not possible,
because it will imply to describeW(f) for all elementsf ∈ C(I). However nowadays,
one-dimensional dynamics is enough developed and it has tools for doing non trivial
analysis about the composition ofW(f) for most of the continuous selfmaps on the
intervalI. Previously, we remarked that the elements ofWC(I) were characterized (see
Theorem 1.3.3). Therefore, we know exactly the possible subfamiliesA belong toWC(I)

which allowed, in [BS 92], that Bruckner and Smítal were ableto solve the poblem (̄P1)
for WC(I). Concerning the problem (P2), for systems of the form(I, f) there is only one
result by Pokluda and Smítal [SP 00], where they proved that there exists a w-universal
map onC(I) for the elements ofWC(I). So, they proved that there exists a mapf ∈ C(I)
such that for every setA ∈ WC(I) there exists another set̃A, homeomorphic copy ofA,
belonging toW(f). Given a mapf ∈ C(I), in [BBHS 96] A. Blokh et al., studied the
closure properties in the Hausdorff metric topology,dH , of the family of setsW(f) in
the spaceK(I) of all nonempty compact subsets of the unit intervalI. They obtained
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that (W(f), dH) is a compact set for each mapf ∈ C(I). So, they solved the problem
(P3) forX = I andF = C(I).

On other hand, given a D.D.S. of the form(I, f) wheref ∈ C(I), there exists a long
list of mutually equivalent properties and in turn equivalent to the fact: the mapf has
zero topological entropy. The most part of these propertieswere proved by Sharkovskiı̆
in the sixties [SKSF 97], but recently has been showed that one of them was false [S 02].
In particular, the following properties are mutually equivalent for the elements ofC(I):

(1) the topological entropy off is zero (h(f) = 0);

(2) the topological entropy off|Rec(f) is zero (h
(

f|Rec(f)

)

= 0);

(3) f|Rec(f) is non chaotic;

(4) every recurrent point off is uniformly recurrent (Rec(f )=UR(f ));

(5) the periods of all periodic points are a power of two (f ≤ 2∞).

In general, given a D.D.S.(X, ψ), there exist some class of points, in some sensespe-
cial, which have properties of dynamical regularity and such that from their study it is
possible to obtain information about the dynamic of all the system. Between these kind
of points are such called recurrent and denoted by Rec(ψ). A pointx ∈ X, is a recurrent
point of the system if it belongs to its ownω-limit set. In the same way, we called uni-
formly recurrent points, denoted by UR(ψ), to the set all recurrent points of the system
which have a minimalω-limit set, i.e., nonempty, closed, invariant byψ (ψ(M) ⊆ M)
and without subsets holding the same properties. The most regular dynamical behavior
of a point under the iteration of a map is called periodic. A point x ∈ X is periodic of
periodn ∈ N if ψn(x) = x andψj(x) 6= x for all 0 ≤ j < n. By Per(ψ) we denote the
set of all periodic points.

Related to the terminology“dynamical complexity” usually appears the notion of
chaos. This idea arrives to D.D.S. from the paper by Li and Yorke [LY75] where, in a
non very precise way, the main lines of the present definitionof chaos in the sense of
Li and Yorkeare established. We note that all the information from [LY 75] is referred
to D.D.S. of the form(I, f) wheref ∈ C(I). Subsequently, all these ideas have been
applied to general systems of the form(X, ψ). In this setting, a couple of different points
{x, y} ⊂ X is called a Li-Yorke pair if simultaneously holds the following to properties:

lim inf
n→∞

d(ψn(x), ψn(y)) = 0 and lim sup
n→∞

d(ψn(x), ψn(y)) > 0.

In this situation, given a subsetA ⊆ X, we say thatψ|A is chaotic(in the sense of Li
and Yorke) ifA contains at least one Li-Yorke pair ofψ.
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Thus, it is proved that the list of problems previously stated has been, more or less,
good studied for discrete systems linked to continuous selfmaps defined on compact
intervals of the real line.

The main aim of this work is to study that list of problems in the two-dimensional
setting. So, we consider the compact unit squareI2 as a phase space. The difficul-
ties in dimension two for studing topological dynamic are bigger than in dimension
one, thus the strategy used by us to avoid this is to consider aspecial class of two-
dimensional transformations which, in some sense, simplify our task. So, we will work
with F = C∆(I2), the class of two-dimensional triangular maps defined onI2. A contin-
uous mapF ∈ C(I2) is called triangular if it is of the formF : (x, y) → (f(x), g(x, y)).
The mapsf andg are respectively called the basis and the fiber maps of the triangular
mapF . Observe that, as a consequence of their special morphology, triangular maps
have some dynamical behaviors coincident with ones held by interval transformations.
So, for instance, the Sharkovskiı̆´s theorem works for the elements of the classC∆(I2)

[Kl 79] but it is not true, in general, for systems related to maps belonging toC(I2). On
other hand, there exist big differences between the class oftriangular maps, which is
composed by two-dimensional elements, and the class of interval ones. This is showed,
for example, at the topological structure of theirω-limit sets.

Under these conditions we will study the problems previously stated for systems
of the form(I2, F ) whereF ∈ C∆(I2), even though some of them will be studied for
general systems, e.g., (P2).

In the following, we will set out in details the contents of each chapter, the results
which have been obtained and the publication places for them, if they exist.

Chapter 1.The aim of this chapter is to introduce the notation, terminology and pre-
liminary results which are necessary in the rest of the Memoir. The chapter is divided
into six sections. The first one is devoted to the set of special points and to introduce
some measures of chaos in D.D.S. . Along this Introduction has been stated that there
exist classes of points possessing some properties which help us to understand the dy-
namics of all the system. In this section we introduce precisely those classes necessary
to solve problems we have stated previously. It is introduced and analysed also the
notion of the topological entropy, its properties and if it is applicable in our setting.

In the same section are introduced the notions of Li-Yorke chaos and scrambled set.
Li-Yorke chaos was initially considered in the setting of dynamical systems associated
to continuous maps on the interval and the corresponding scrambled sets needed to be
uncountable. If the phase space has a countable number of points this definition of
chaos is not possible to use or if we restrict to invariant sets of the phase space of finite
or countable number of points we have the same problem. To avoid it the notion of Li-
Yorke chaos has been extended in the sense of asking in the definition only the existence
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of at least a pair of Li-Yorke.
Recently it has had a great interest to consider the number ofLi-Yorke pairs gener-

ated by systems. At the end the section and as result of the former considerations we
state the following question: what are the compact metric spaces which admit continu-
ous maps generating only two points scrambled sets?. Since that question is not in the
main line of the Memoir, we give a partial answer in the Appendix.

The second section is devoted to the class of triangular maps. We comment their
properties and state the analogies and differences with thecontinuous maps on the in-
terval.

Then we study theirω-limit sets, concentrating our attention in the classC∆(I2).
General results are presented and a historical introduction is given for the casesC(I),
C(In), n > 1 andC∆(I2).

In 1992, Kolyada in [Ko 92] constructed a triangular mapF with zero topological
entropy and having an infiniteω-limit set containing fixed points which is impossible to
find in the interval case. From now we will call it, Kolyada´s triangular map or simple
Kolyda´s map. As a base map it is taken an interval continuousmap holding that the
orbit of each point is converging to zero, which means that the mapF crushed the fibers
to the left. Since in most of the examples considered in the rest of Memoir these base
maps will be used, it is neccessary to define precisely their properties.

In the next section we recall the definition ofm-dimensional compact manifold,
graph and dendrite. We define some notions such that numerical component and point
order, final points and retractions on spaces. All these notions will be used in Chapter
3 to consider the problem (P2) of universality of systems on compact manifolds and
graphs.

The last section is devoted to recall the Hausdorff metric topology dH. Given a
compact metric spaceX, let K(X) be the family of all closed and nonempty subsets
of X. The Hausdorff metricdH allows to have a criterium which does not depend on
arbitrary parametrizations and state a convergence on sets. In Chapter 4, we will study
the properties of closure of the familyW(ψ) (ψ ∈ C(X)) in the spaceK(X) endowed
with the Hausdorff metric topologydH .

Chapter 2.The aim of this chapter is the consideration of problems (P1)and (P̄1). It
is known that Kolyada´s map has a complicated definition and exhibits some dynamical
behaviors not found in the one-dimensional case. In the firstpart of the chapter we solve
the problem (P1) for that map describing the family the family W(F ) of all ω-limit sets
produced byF (see [BGM 01]). We proved also that, contrary to what was supposed, the
dynamical behavior of the map is extremely regular and satisfies the following property
of dynamical uniformity:

Theorem 2.1.7.The triangular mapF defined onI2 and introduced at Definition 2.1.1
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holds the property:

ωF (a, b) = I0 for every(a, b) ∈ I2\I0, whereI0 = Per(F ) = Fix(F ).

Therefore, we describe exactly the family of setsW(F ):

W(F ) = I0 ∪ {(0, c)}c∈I.

Since we have been able to describe the dynamics of the map, atthe same time we
have understood the mechanisms of its behavior and therefore we have modified the
map obtaining examples of triangular maps which solve part of the stated prblems.

Balibrea, Reich and Smítal, in 2003 and knowing the propertyof Kolyada´s map
stated the problem of how to construct a mapF in C(I3) holding the property that the
ω-limit sets of all its points would be one of the faces of the cubeI3 and this face would
be composed by fixed points of the map. In the second part of thechapter, we solve the
problem (P̄1) (see [BGM 03]) for such sets. It is constructed a triangular map onI3 (that
is a map of the form(x, y, z) → (f(x), g(x, y), h(x, y, z))) using a modification of the
Kolyada´s map.

Theorem 2.2.12.The triangular mapF on I3, introduced at Definition 2.2.1 holds the
following properties of dynamical uniformity:

(A) if (a, b, c) ∈ I2
0 , thenωF (a, b, c) = {(a, b, c)} andPer(F ) = Fix(F ) = I2

0 ,

(B) if (a, b, c) ∈ I3\I2
0 , thenωF (a, b, c) = I2

0 .

Therefore, for such a map it is held:

W(F ) = I2
0 ∪ {(0, b, c)}(b,c)∈I2.

It has to be said that problems (P1) and (P̄1) are difficult to solve in general settings
and depend strongly on the map we are considering in the case of (P1) and on the phase
space and the map in the case of (P̄1). It is an open line of work to solve both types of
problems for another kind of maps and different families of sets.

Chapter 3.It is devoted to study the problem (P2) concerning the existence of uni-
versal maps. In 1993, A.M. Bruckner stated the following question: given a general
compact metric spaceX andF ⊆ C(X), are there universal maps in the familyF with
respect to the sets ofWF?. A mapψ ∈ F is called universal forWF if generates as
ω-limit sets all the elements ofWF , that is, ifW(ψ) = WF . By other hand, we say
thatψ ∈ F is a w-universal map (weak universal) forWF , if up to homeomorphismsψ
generates asω-limit sets all the elements ofWF . Up to homeomorphism means that for
each setA ∈ WF , there exists a set̃A, homeomorphic copy ofA, in W(ψ).
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The situation of this problem is that for the universal case there are no results and for
the w-universal one there exists a result by Pokluda and Smítal [SP 00] for all continuous
interval maps, proving that at least there is a w-universal map onC(I) for the sets of
WC(I).

In this chapter we analyze the problems of universality for general systems (see
[BGM 02], [CGSS 04]). We prove that for some part of compact metric spacesX (for
all except those in which the continuous endomorphisms generate only asω-limit sets
singletons, this spaces are calledω-degenarate spaces) does not exist a universal map
for WC(X).

Theorem 3.1.3.LetX be a nonω-degenerate compact metric space. Then, there are no
universal maps with respect to theω-limit sets generated by the elements ofC(X).

Considering this negative result, if it is reduced the family of sets, for example taking
in the class of triangular maps onI2 the family ofω-limit sets contained in a fiber (a set
of the formIx = {x} × I), it is possible to construct a mapF ∈ C∆(I2) universal with
respect to those sets.

Theorem 3.2.5. The triangular mapF on I2 introduced at Definition 3.2.1 holds the
following conditions:

(A) For every[a, b] ⊆ I, a ≤ b, there exists a point(p, q) ∈ I2\I0 such that

ωF (p, q) = {0} × [a, b].

(B) Given(p, q) ∈ I2, there exists a compact intervalJ ⊆ I, degenerate or not, such
that

ωF (p, q) = {0} × J.

The former result shows that it is possible to obtain universal elements in nonω-
degenerate spaces if we reduce the family ofω-limit sets with respect to which we
consider such universality. The example presented in Definition 3.2.1 was constructed
using similar techniques to those of the Kolyada´s map. Alsofor this map (see part (B)
of the former theorem), the problem (P1) is solved.

The second part of the chapter is devoted to the existence of w-universal maps. To
this aim we considerm-dimensional compact manifolds and graphs. Recall that an arc
is any space homeomorphic to the unit intervalI:

Corollary 3.3.7.1.LetM be am-dimensional compact manifold (m ≥ 1). Then,WC(M)

admits a w-universal map if and only ifM is an arc (and thusm = 1).

To prove this result we use strongly the fact that there existan uncountable number
of plane non homeomorphic dendrites.
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Theorem 3.3.10.Let X be a graph. Then,WC(X) admits a w-universal map if and only
if the spaceX is an arc.

Thinking on these results, it is evident that the positive result of Pokluda-Smítal is
the unique we could obtain. As a future line of work we will continue considering the
same problem for the case of dendrites and zero-dimensionalspaces, as Cantor like sets.

Chapter 4.In this chapter we consider the problem (P3). In [BBHS 96], A.Blokh
et al. proved that the family of allω-limit setsW(f) generated by a continuous mapf
was a compact subset of the space(K(I), dH).

We prove that in general the same result is not true inC(I2), presenting some coun-
terexamples in the classC∆(I2) [BGM1 04]. By other hand, inside the class of triangular
maps generating onlyω-limit sets contained in a fiber, we have tested that the property
of dH-closure works. Since the dynamics of these type of maps seems to be close to that
of the elements ofC(I), it is reasonable to think that in this class the property will work.
But it is not the case since it is possible to construct a triangular map withω-limit sets
contained in the fiberI0 and such thatW(F ) is notdH-closed. This is contained in our
main result.

Theorem 4.2.8.The continuous mapF introduced at Definition 4.2.1 holds the follow-
ing properties:

(A) There exists a sequence of points{(pi, qi)}i∈2N∗ ⊂ I2\I0 such that:

(A1) ωF (pi, qi) = {0} × [ai, bi] with bi − ai = 1 − 1
210 .

(A2) lim
i→∞

ωF (pi, qi) = {0} × [ 1
210 , 1] in the Hausdorff metric topology ofI2.

(B) ωF (p, q) 6= {0} × [ 1
210 , 1] for each(p, q) ∈ I2.

ThereforeF does not satisfy thedH-closure property andW(F ) ⊂ I0.
This problem can be continued in the future. By one hand, we have to find hypoth-

esis under which thedH-closure property can work onC(I2). By other hand, it would
be interesting to analyse the validity of the property for two dimensional permutations
maps, that is, maps of the form(x, y) → (g(y), f(x)).

Chapter 5.The problem (P4) of obtaining characterizations to the property of having
zero topological entropy is held in this chapter. More precisely we try to prove the
equivalence of the properties (1)-(5) (the statement of them can be seen in the chapter
and in the first part of this introduction) in the case of general triangular maps. It is
known that inC(I) those properties are equivalent, but in general inC∆(I2) they are
not (it can be seen considering examples presented throughout the chapter) even under
strong additionally hypothesis, for example considering triangular maps non decreasing
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on fibers, that is, maps of the form(f(x), g(x, y)) wheregx(·) is non decreasing for all
x ∈ I (note thatgx(y) = g(x, y)).

With such additional conditions (1), (2) and (5) are equivalent but can be constructed
counterexamples showing that (2) and (3) are not equivalent, neither (2) and (4). The
implication (4) to (3) has been recently solve in a negative way.

LetC∗
∆(I2) be the class of triangular maps which have basis maps with setof periodic

points closed. In this case well known results establish forinterval maps that Per(f)

closed is equivalent to have Rec(f) = UR(f) = Per(f) and also to the fact that for
everyx ∈ I, ωf(x) is finite, that is, the orbit ofx is periodic. Neverthelesss if Per(f)

is closed thenh(f) = 0 but the converse is not true, since there are mapsf holding
h(f) = 0 but with Per(f) not closed.

With this facts in mind, we obtain the main result of the chapter

Theorem 5.4.1. Let F ∈ C∗
∆(I2) with basis mapf . Then, conditions(1) − (5) are

mutually equivalent properties forF .
We have proved here the equivalence for maps onC∗

∆(I2) of the five conditions
considered. A work for the future will consist on try to proveor disprove the equivalence
onC∗

∆(I2) of the long list of conditions which work for interval maps. We guess that for
the most of them the equivalence will be true.

In the spaceC∆(I2) an interesting problem remains open. Is it true that Rec(F ) =

UR(F ) implies h(F ) = 0?. If the answer is positive a definition of simplicity for
triangular maps is obtained in terms of sets of“recurrent points”. Note that our results
allows to consider the problem in the case of triangular mapswith basis maps having
non closed periodic point sets.

Appendix. The aim of the appendix is to introduce two examples of spacesand
selfmaps defined on them holding the property that the maximal cardinality of their
scrambled sets is two, i.e., are presented maps which only generate scrambled sets with
two points (Li-Yorke pairs) [GL 04].

Theorem 5.4.2.There exist a continuous selfmap defined on a Cantor set space, such
that every scrambled sets has exactly two points.

Theorem 5.4.4.There exist a continuumX ⊂ R2 (nonempty compact and connected
space) with empty interior and an homeomorphismh on X, such that every scrambled
sets has exactly two points.
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Introducción

Durante el último cuarto del siglo XIX, mientras Peano y Picard cerraban el capítulo
del enfoque clásico de encontar soluciones de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
(E.D.O.), Liapunov y especialmente Poincaré abrían uno nuevo: “ El estudio cualitativo
de las soluciones”. Se trata de una aproximación al problema radicalmente nueva en
la que se presupone la existencia de soluciones y en su lugar se desean explotar las
propiedades topológicas del espacio en que trabajamos y lasanalíticas de la función que
define la ecuación para determinar el comportamiento asintótico de las soluciones para
valores grandes del tiempo.

Mientras la teoría cualitativa de las ecuaciones diferenciales iba desarrollándose, los
matemáticos comprendieron gradualmente que lo esencial deesta teoría encajaba en un
marco mucho más general, el de los Sistemas Dinámicos (S.D.).

Aunque llevó algunos años dar con una formulación abstractade este concepto (ca-
be citar al respecto el trabajo de Birkhoff [Bi 27] en la década de los 20 y Nemytskii y
Stepanov [NS 49] en los 40 y 50) bien podría decirse que el origen de la idea de Sis-
tema Dinámico es casi tan antiguo como el de la propia Ciencia. Sin mucha precisión,
podríamos definir un S.D. como aquél que evoluciona con el tiempo y cuya caracterís-
tica principal es la de ser determinista, esto es, su estado futuro se puede predecir si se
conocen su estado actual y las leyes que gobiernan su evolución.

Científicos como Kepler (con su búsqueda de leyes internas que gobernaran las ob-
servaciones), Galileo (que nos enseñó a considerar el tiempo, el movimiento y la veloci-
dad no como misteriosas cualidades o esencias, sino como meras variables susceptibles
de ser medidas externamente y computadas matemáticamente), Descartes (con su per-
cepción de la infinitud del espacio y su concepción del mundo como un mecanismo),
Newton (que despojó a la Ciencia de los argumentos metafísicos y sentó las bases del
moderno pensamiento científico) o el propio Malthus (cuya pesimista y errónea, pero
matemáticamente fundada, visión de la evolución de la población humana nos advir-
tió de que no sólo los datos exactos cuentan sino también las tendencias) merecen con
justicia figurar entre los pioneros de los S.D.

Atendiendo al conjunto de tiempos considerados podemos distinguir dos tipos de
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S.D., a saber, los continuos (en los que el mencionado conjunto es un semigrupo deR,
como es el caso de los sistemas de E.D.O.) y los discretos (en los que el mencionado
conjunto es un semigrupo deZ). Centremos ahora nuestra atención en los Sistemas
Dinámicos Discretos (S.D.D.).

Al igual que para los Sistemas Dinámicos Continuos (S.D.C.), el padre de los S.D.D.
es H. Poincaré, quien se vio abocado a ellos en la búsqueda de métodos que simplifica-
sen el estudio cualitativo de los, en principio más difíciles, S.D.C. generados por siste-
mas de E.D.O. no lineales. Su idea de reducir el estudio de un S.D.C. al de un discreto
nace en 1899, idea ésta de gran interés ya que permitía estudiar algo muy complica-
do a través de las propiedades topológicas de las órbitas de un S.D.C. . Desaparecido
Poincaré, floreció la topología pero no siguieron un camino paralelo los S.D. .

Hacia el primer cuarto del siglo XX, los S.D.C. se comenzarona estudiar desde el
punto de vista físico por Duffing [Du 18], Birkhoff [Bi 27] y Van der Pool [V 27]. Pero
para estudiarlos había que resolver con lápiz y papel lo que casi nunca era posible: los
correspondientes sistemas de ecuaciones diferenciales. Curiosamente, los S.D.D. más
sencillos (los definidos a través de endomorfismos continuosen intervalos compactos
de la recta real) permanecieron esencialmente inexplorados.

En los años veinte y treinta la teoría experimentó avances sustanciales, especialmen-
te en sistemas asociados a la circunferencia y al plano, gracias a los trabajos de Julia,
Fatou, Birkhoff y Denjoy.

Es ya en la década de los cincuenta y gracias a los trabajos de Moser [Mos 62], Myr-
berg [My 63], [My 65] y Smale [Sm 65], [Sm 67], cuando resurge de nuevo el estudio
de los S.D.D., que alcanzan su punto álgido en la década de los70 con la aparición de
los trabajos de Metropolis, M.L. Stein y P.R. Stein [MSS 73],de Li y Yorke (que en
1.975 publicaron su bien conocido artículo “Period three implies chaos” [LY 75]) o
de R. May (quien en 1.976, estudiando las ecuaciones en diferencias finitas de primer
orden que aparecen en ciertos modelos utilizados en las C.C.Biológicas, Económicas y
Sociales demostró que, aunque simples y deterministas, pueden exhibir un complicado
comportamiento [Ma 76]).

Además el redescubrimiento por estas mismas fechas, por parte de Stefan [St 77],
del teorema de Sharkovskiı̆, considerado por muchos uno de los resultados más rele-
vantes de la segunda mitad del siglo XX, sobre la estructura periódica de las funciones
continuas del intervalo, supuso el espaldarazo definitivo ala teoría.

Así pues, las condiciones científicas para el florecimiento de este estudio estaban ya
establecidas. Los S.D.D. pasaban así a ejercer un papel relevante y terminaron consoli-
dándose como una disciplina con interés en sí misma.
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De forma general, un S.D.D. es una terna(X,Z, φ) dondeX (espacio de fases) es
un espacio topológico no vacío yφ : Z × X → X (flujo del sistema) es una aplicación
continua verificando las propiedades:

(a) φ(0, x) = x para todo elementox ∈ X,

(b) φ(s, φ(t, x)) = φ(s+ t, x) = φ(t, φ(s, x)) para todos, t ∈ Z y x ∈ X.

A lo largo del trabajo, los S.D.D. que usaremos serán los llamadosasociadoso indu-
cidospor una aplicación continuaψ : X → X (ψ ∈ C(X)), en cuyo caso el flujo del
sistema(X,Z, φ) vendrá dado porφ(n, x) = ψn(x) para cadan ∈ Z\{0} donde me-
dianteψ0 denotamos a la aplicación identidad definida sobreX y ψn(x) = ψ(ψn−1(x)),
entendiendo que las iteradas negativas se corresponden a iteraciones de la aplicación
ψ−1. Para cada puntox ∈ X, la sucesión(ψn(x))n∈Z se llama la trayectoria dex por la
aplicaciónψ. Notemos que el hecho de considerar iteradas negativas de lafunciónψ,
trae implícito la invertibilidad de la misma. Sin embargo, esto no siempre ocurre cuan-
do consideramos una aplicación continuaψ arbitraria. En tal caso, el sistema vendrá
dado en la forma(X,N, φ), donde medianteN denotamos al conjunto de los enteros
no negativos. En esta situación la trayectoria de un puntox la conformará la sucesión
(ψn(x))∞n=0. Al S.D.D. asociado a un endomorfismoψ ∈ C(X) lo denotaremos con
(X, ψ).

Hemos visto que la operación fundamental para entender la evolución de dichos
sistemas resulta ser la iteración de funciones continuas. De esta forma, los S.D.D. son
una parte de la“Teoría de la Iteración”, teoría más general que se presenta en campos
diversos de las Matemáticas, como por ejemplo:

(a) transformaciones contractivas en espacios de Banach,

(b) ecuaciones funcionales,

(c) esquemas numéricos para ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,

(d) ecuaciones en diferencias finitas no lineales.

Múltiples ejemplos pueden darse de S.D.D. . De entre éllos destacamos los que provie-
nen de lasecuaciones en diferencias finitas no linealesy presentamos algunos extraídos
de [SP 83]:

• Ecuación de Guckenheimer, Oster e Ipaktchi:

ψ(x, y) = (y, r(y + x)e−0,1(x+y)).
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• ψ(x, y) = (Axf(x, y), Byg(x, y)), dondef, g : R2 → R son funciones continuas
y A,B ∈ R, en particular:

ψ(x, y) = (Axeαx+βy, Byeγx+δy).

• ψ(x, y) = (Ax, xf(x) + yg(y)) dondef, g : R → R son funciones continuas y
A ∈ R.

Este tipo de sistemas son una muestra muy interesante por susaplicaciones, ya que,
las ecuaciones de las que proceden se corresponden con modelos físicos, químicos,
ecológicos, económicos y sociales.

En general, dado un S.D.D.(X, ψ), tratamos de estudiar sudinámica, es decir, averi-
guar el comportamiento asintótico de las trayectorias de todos los puntos del espacio de
fases. Este comportamiento depende fuertemente de la topología existente en el espacio
X y, como consecuencia de esta dependencia, a este tipo de estudio se le conoce como
análisis de la“dinámica topológica” del sistema.

Durante mucho tiempo se consideraron problemas(X, ψ) dondeX era un espacio
métrico compacto yψ un homeomorfismo. La exigencia de compacidad es un requeri-
miento de finitud, semejante al que se le exige a las medidas enel marco de la teoría
de S.D.D. con medidas invariantes con relación a una transformación. Por otra parte,
la metrizabilidad es una propiedad que, en general, no se necesita para la mayor parte
de los resultados, pero a menudo acorta las pruebas y está en coherencia con lo que
ocurre en la mayoría de las aplicaciones.Como problemas quese consideraron inicial-
mente tenemos los de minimalidad, estructura topológica delos conjuntos“errantes”,
transitividad y conjugación topológica.

A partir de los años setenta, cuando el uso de la computadora se convierte en una
herramienta fundamental a la hora de calcular trayectoriasde puntos y aparece el interés
por los S.D.D. que provienen de ecuaciones en diferencias finitas que a su vez modelan
fenómenos de la dinámica de poblaciones, de la economía y de los métodos numéricos
de las ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales, la aplicaciónψ deja
de ser un homeomorfismo. Se tienden a estudiar sistemas(X, ψ) donde el espacio de
fasesX suele ser un subconjunto compacto de un espacio euclídeo, o una variedad com-
pacta con o sin borde, mientras queψ es un endomorfismo continuo no necesariamente
invertible. En esta situación, la aplicaciónψ ha aumentado su complejidad al no ser un
homeomorfismo, pero por contra el espacioX se ha simplificado. En esta etapa, otros
problemas surgen y nuevas herramientas es preciso desarrollar para abordar fenómenos
tales como la existencia de caos, la complejidad dinámica y los atractores extraños entre
otros.

Frente a otros posibles e igualmente válidos enfoques de la dinámica, como el ergó-
dico -basado en la teoría de la medida-, o el analítico -que seapoya fuertemente en las
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propiedades de regularidad (diferenciabilidad) del sistema- , esta Memoria se enmarca
principalmente en el contexto general de la dinámica topológica, y desde esta pers-
pectiva pocos conceptos cabe definir que aprehendan de manera más natural la idea de
“comportamiento asintótico” como el deconjuntoω-límitede una órbita (el conjunto de
sus puntos de acumulación). No es casualidad, pensamos, queel primer gran resultado
de la teoría de Sistemas Dinámicos moderna en el contexto de los S.D.C., el teorema de
Poincaré-Bendixson (“si elω-límite de una órbita acotada de un sistema autónomo de
ecuaciones en el plano no tiene puntos críticos entonces es una órbita periódica”), verse
precisamente acerca de ellos. Por tanto nos ha parecido adecuado elegir este concepto,
junto con el de la entropía topológica (véase Definición 1.1.1) que ya comentaremos,
como hilo conductor en el que engarzar nuestro trabajo.

Los S.D.D. inducidos por funciones continuas en espacios unidimensionales (en pri-
mera instancia el intervalo y la circunferencia) se manifiestan como una disciplina con
entidad propia a mediados de los setenta, con la publicaciónde los artículos, anterior-
mente citados, de Li y Yorke [LY 75], de May [Ma 76], y el redescubrimiento en Occi-
dente del ya clásico teorema de Sharkovskiı̆ [St 77]. Aunque pueda parecer paradójico,
ya existía por entonces un gran acervo de conocimientos en elámbito de los S.D.D.
bidimensionales e incluso generales, pero al haber estado motivado históricamente su
estudio por sus conexiones con la teoría de ecuaciones diferenciales (vistos como rea-
lizaciones de las correspondientes aplicaciones de Poincaré), el énfasis se había puesto
por lo general, o bien sobre la teoría local, o bien sobre la teoría global para homeo-
morfismos y/o difeomorfismos, y en estos casos la dinámica unidimensional es muy
sencilla. No debe extrañar, por tanto, que muchas de las cuestiones más básicas de esta
aun joven teoría no hayan sido dilucidadas hasta relativamente tarde, y que otras estén
todavía pendientes. Así, los conjuntosω-límite para funciones continuas en el intervalo
no fueron caracterizados hasta 1989 [ABCP 89/90], véase también [BS 92].

A la vez que los S.D.D. unidimensionales iban desarrollándose, y a partir de los ar-
tículos pioneros de Kloeden [Kl 79] en 1979 y sobre todo de Kolyada [Ko 92] en 1992,
la atención de los investigadores comenzó a dirigirse hacíalos sistemas bidimensionales
(el caso típico es el cuadrado unidad enR2). Los primeros resultados sobre conjuntosω-
límite para tales funciones (a veces válidos para más dimensiones) se deben a Agronsky
y Ceder [ABCP 89/90], [AC1 91/92] y a Kolyada y Snoha [KS 92/93], en [JS 01] fueron
parcialmente completados. Sin embargo, en dimensión mayorque uno las dificultades
son muy notables y en esta línea se desarrolla el presente trabajo. Para homeomorfis-
mos (especialmente difeomorfismos) el problema debería sermás fácilmente abordable,
máxime teniendo en cuenta la ingente cantidad de trabajo quese ha realizado en este
ámbito desde que Thurston sentó las bases de su estudio en [Thu 88]. Sin embargo, las
circunstancias han dirigido las principales líneas de investigación por derroteros bien
distintos, y a día de hoy el problema no parece haber sido abordado.
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Dado el aumento de la complejidad dinámica que lleva aparejada la subida de la
dimensión del espacio de fases, la estrategia usada para estudiar estos sistemas es consi-
derar ciertas clases de endormorfismos continuos que, de algún modo, simplifiquen este
estudio. Así, fijado un espacio de fasesX, consideramosF ⊆ C(X) y estudiaremos la
dinámica de los sistemas de la forma(X, ψ) dondeψ ∈ F . En esta situación planteamos
ciertos problemas relacionados con los conjuntosω-límite y con la propiedad de poseer
entropía topológica cero. En general, siψ ∈ C(X) y F ⊆ C(X) consideraremos:

W(ψ) := {ωψ(x) : x ∈ X}

y

WF := {ωψ(x) : ψ ∈ F y x ∈ X}.

En las anteriores condiciones planteamos y tratamos los siguientes problemas:

(P1) dado un elementoψ ∈ F , describir completamente la familiaW(ψ) de todos los
conjuntosω-límite producidos por la aplicaciónψ;

(P̄1) dada una subfamilia de conjuntosA ⊂ WF , definir explícitamente un elemento
ψ deF tal queW(ψ) = A;

(P2) analizar la existencia de elementos universales y d-universales (universales en
sentido débil) en la clase de aplicacionesF para la familia de conjuntosWF

(véanse respectivamente Definiciones 3.0.15 y 3.0.14);

(P3) estudiar las propiedades de clausura en el espacio de todos los subconjuntos com-
pactos y no vacíos deX,K(X), dotado con la topología métrica de Hausdorff,dH ,
de la familia de conjuntosω-límite generados por un elementoψ ∈ F .

Cuando estudiamos un S.D.D.(X, ψ), en muchas ocasiones es útil tener una herra-
mienta que nos sirva de criterio para decidir la complejidaddinámica del mismo. En este
sentido, la entropía topológica del sistema proporciona una medida de la complejidad
dinámica de éste. Así, cuando la entropía del sistema es cero, que se denotará mediante
h(ψ) = 0, puede decirse que el sistema tendrá un comportamiento sencillo, en algún
sentido, no caótico. Por el contrario, si la entropía es positiva, fenómenos complejos y
poco predecibles pueden ocurrir. De tal modo, se plantea como un problema relevante,
el hecho de encontrar caracterizaciones útiles de la propiedad de poseer entropía topo-
lógica cero. Por tanto, podemos establecer un nuevo problema:

(P4) dado un elementoψ ∈ F , encontrar caracterizaciones de la propiedadh(ψ) = 0.
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Si el espacio de fasesX es el intervalo compacto unidadI y la familiaF está com-
puesta por todas las funciones continuas definidas enI sobre sí mismo, los problemas
planteados en la enumeración anterior han sido bien estudiados en la literatura y mucha
información se conoce acerca de sus soluciones. Está claro que obtener una solución
completa para el problema (P1) no es posible, pues pasaría por describirW(f) para
todo elementof ∈ C(I). Sin embargo hoy día, la dinámica unidimensional está sufi-
cientemente bien desarrollada y equipada como para poder realizar estudios rigurosos
y no triviales sobre la composición deW(f) para la mayor parte de los endormorfis-
mos continuos deI. Anteriormente se comentó que los elementos deWC(I) habían sido
caracterizados (véase Teorema 1.3.3), por tanto, sabemos con exactitud cuáles son las
posibles subfamiliasA deWC(I). En [BS 92], Bruckner y Smítal resuelven el problema
(P̄1) paraWC(I). En relación con el problema (P2), para sistemas de la forma(I, f), tan
sólo existe un reciente resultado de Pokluda y Smítal [SP 00], donde prueban que pa-
ra los elementos deWC(I) existe una función d-universal. Es decir, prueban que existe
una funciónf ∈ C(I) verificando que para cada conjuntoA ∈ WC(I) existeÃ, copia
homeomorfa aA, enW(f). Dadaf ∈ C(I), en [BBHS 96] se estudian las propiedades
de clausura en la métrica de Hausdorff,dH , deW(f) en el espacioK(I) de todos los
subconjuntos compactos y no vacíos del intervalo. Concluyen, que para cada función
f ∈ C(I), (W(f), dH) es un conjunto compacto, resolviendo así el problema (P3) para
X = I y F = C(I).

Por otro lado, dado un S.D.D. de la forma(I, f) dondef ∈ C(I), existe una larga lista
de propiedades equivalentes a que la funciónf posea entropía topológica cero. La mayor
parte de estas propiedades fueron probadas por Sharkovskiı̆ en los sesenta [SKSF 97],
con alguna corrección reciente [S 02]. En particular, se satisface la equivalencia mutua
enC(I) entre las siguientes propiedades:

(1) la entropía topológica def es cero (h(f) = 0);

(2) la entropía topológica def|Rec(f) es cero (h
(

f|Rec(f)

)

= 0);

(3) f|Rec(f) es no caótica;

(4) cada punto recurrente def es uniformemente recurrente (Rec(f )=UR(f ));

(5) los periodos de todos los puntos periódicos son una potenciade dos (f ≤ 2∞).

En general, dado un S.D.D.(X, ψ), existen unas clases de puntos, en algún sentidoes-
peciales, que poseen ciertas propiedades de regularidad dinámica y que de su estudio
puede deducirse información acerca del comportamiento de todo el sistema. Entre este
tipo de puntos se hayan los llamados recurrentes, que denotaremos mediante Rec(ψ).
Un puntox ∈ X, es un punto recurrente del sistema si pertenece a su propio conjun-
to ω-límite. Del mismo modo a los puntos recurrentes que posean conjuntoω-límite
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minimal, es decir, no vacío, cerrado, invariante porψ (ψ(M) ⊆ M) y que no contega
subconjuntos satisfaciendo las mismas propiedades, los llamaremos puntos uniforme-
mente recurrentes del sistema y los denotaremos mediante UR(ψ). El comportamiento
dinámico más regular para un punto bajo la iteración de una aplicación es el llamado
periódico. Un puntox ∈ X diremos que es periódico de periodon ∈ N si ψn(x) = x y
ψj(x) 6= x para todo0 ≤ j < n. Al conjunto de los puntos periódicos lo denotaremos
mediante Per(ψ).

Asociada a la terminología“complejidad dinámica” aparece de forma muy habitual
la noción decaos. Ésta arriva a los S.D.D. de la mano del artículo seminal de Liy Yorke
[LY 75] en donde, de manera poco precisa, se sientan las basesde lo que actualmente
conocemos comocaos en el sentido de Li-Yorke. Hemos de notar que lo introducido en
[LY 75], se refiere a S.D.D. de la forma(I, f) en dondef ∈ C(I). Posteriormente, todo
ello se ha aplicado a sistemas generales de la forma(X, ψ). De este modo, un par de
puntos distintos{x, y} ⊂ X, diremos que son un par de Li-Yorke si simultaneamente
satisfacen:

ĺım inf
n→∞

d(ψn(x), ψn(y)) = 0 y ĺım sup
n→∞

d(ψn(x), ψn(y)) > 0.

En esta situación, dado un subconjuntoA ⊆ X, diremos queψ|A es caótica (en el
sentido de Li y Yorke) siA contiene al menos un par de Li y Yorke deψ.

Queda puesto de manifiesto que la lista de problemas anteriormente planteada está,
más o menos, bien estudiada para los sistemas dinámicos asociados a funciones conti-
nuas definidas en un intervalo compacto de la recta real.

El objetivo de este trabajo es estudiar tales problemas en elámbito bidimensional.
Por tanto, como espacio de fases consideraremos el cuadradounidadI2. Comentamos
anteriormente que el aumento de la dimensión del espacio en el que están definidos los
sistemas complica sobremanera el estudio. Intentando superar este hecho, considera-
remos una clase de endomorfismos continuos enI2, que nos ayude en esta tarea. Así
pues, trabajaremos conF = C∆(I2), la clase de las aplicaciones triangulares bidimen-
sionales definidas enI2. Una aplicación continuaF ∈ C(I2), diremos que pertenece
a la claseC∆(I2) si es de la formaF : (x, y) → (f(x), g(x, y)). A las funcionesf
y g las llamaremos respectivamente funciones base y fibra de la aplicaciónF . Nótese
que, como consecuencia de su especial morfología, las aplicaciones triangulares poseen
ciertas propiedades dinámicas que se asemejan a las existentes en sistemas generados
por funciones continuas del intervalo. Así, por ejemplo, elteorema de Sharkovskiı̆ es
válido para los elementos deC∆(I2) [Kl 79] y no, en general, para sistemas asociados
a aplicaciones enC(I2). Por otro lado existen grandes diferencias entre la clase delas
aplicaciones triangulares, integrada por elementos del mundo bidimensional, y las fun-
ciones continuas del intervalo. Esto se pone de manifiesto, por ejemplo, en relación a la
estructura de sus conjuntosω-límite.
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En las anteriores condiciones, estudiaremos los problemaspreviamente planteados
para sistemas de la forma(I2, F ) dondeF ∈ C∆(I2), si bien es cierto que algunos de
ellos los abordaremos en un ámbito general, por ejemplo, (P2). En lo que sigue, pasa-
mos a describir detalladamente el contenido de cada capítulo, así como los resultados
obtenidos y los lugares de publicación de los mismos, si los hubiere.

Capítulo 1.En este primer capítulo se pretende introducir la notación,terminología
y resultados preliminares que serán usados a lo largo del desarrollo de todo el trabajo.
El capítulo se divide en seis secciones. La primera de ellas esta destinada a los con-
juntos de puntos especiales y a las medidas del caos en un S.D.D. . Como se comentó
anteriormente, existen ciertas clases de puntos que poseenpropiedades que nos ayudan
a comprender la dinámica de todo el sistema. En esta sección se presentan con precisión
aquellas clases de puntos que nos serán de utilidad para la resolución de los problemas
que pretendemos estudiar. Por otra parte, se introduce y analiza el concepto de entropía
topológica. Sus propiedades y la aplicabilidad a la resolución de los problemas que nos
ocupan, se ponen de manifiesto.

En este mismo punto se presentan las nociones de caoticidad Li-Yorke y conjunto
scrambled. La definición habitual de caos en el sentido de Li yYorke, usada primegenia-
mente para sistemas asociados a funciones continuas del intervalo, exigía la existencia
en el espacio de un conjunto scrambled infinito no numerable.La necesidad de poder
aplicar esta noción a espacios con cardinalidad contable y poder restringirse a subcon-
juntos invariantes, llevó a considerar como requisito de caoticidad la existencia de al
menos un par de Li-Yorke. Recientemente, se ha suscitado un gran interés por estu-
diar la cantidad de pares de Li-Yorke que genera un sistema dado. Como fruto de las
reflexiones presentadas en esta primera sección sobre la noción de caos Li-Yorke, nos
planteamos de manera natural la siguiente pregunta: ¿qúe tipos de espacios métricos
compactos admiten aplicaciones continuas que sólo generanconjuntos scrambled bi-
puntuales?. Que duda cabe, que esta pregunta no estaba dentro de los problemas quea
priori nos marcamos para la realización de este trabajo, pero en el Apéndice presenta-
mos una respuesta parcial a la misma.

La segunda sección esta destinada a la clase de las aplicaciones triangulares. En
este punto se comentan sus propiedades y se remarcan las semejanzas y diferencias
existentes con las funciones continuas del intervalo.

A continuación estudiamos los conjuntosω-límite, centrando nuestra atención en la
claseC∆(I2). Se presentan resultados generales y se hace un recorrido por la historia de
los mismos paraC(I), C(In), n > 1 y C∆(I2).

En el año 1992, Kolyada en [Ko 92] construye una aplicación triangularF que po-
see entropía topológica cero y un conjuntoω-límite infinito conteniendo puntos fijos.
Este ejemplo, supuso una sorpresa ya que tal situación no es posible en el ámbito unidi-
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mensional. A dicha aplicación la llamaremos aplicación triangular de Kolyada. Una de
las características de esta aplicación es que su función base verifica una propiedad de
aplastamiento hacia la izquierda. Como en los capítulos venideros, para la construcción
de aplicaciones que resuelvan los problemas que nos planteamos, usaremos este tipo de
funciones base definimos una clase de funciones unidimensionales en las que vive la
base de la aplicación triangular de Kolyada que nos será de utilidad en el futuro.

La siguiente sección la dedicamos a la presentación de los conceptos de variedad
compactam-dimensional, grafo y dendrita. Se definen la componente numérica y el
orden de un punto, los puntos finales y la noción de retracciónde un espacio. Todos estos
conceptos se usarán en el Capítulo 3 para estudiar el problema (P2) de la universalidad
para sistemas definidos en variedades compactas y en grafos.

La última sección de este primer capítulo se dedica a la presentación de la topología
métrica de HausdorffdH. Dado un espacio métrico compactoX, si consideramosK(X)

la familia de todos los subconjuntos del espacioX cerrados y no vacíos,dH define una
métrica que permite tener un criterio que no depende de parametrizaciones arbitrarias y
que nos permite hablar de convergencia de conjuntos. En el espacioK(X) dotado con
la topología métricadH estudiaremos, en el Capítulo 4, las propiedades de clausurade
W(ψ) dondeψ ∈ C(X).

Capítulo 2.El segundo capítulo, está destinado al estudio de los problemas (P1) y
(P̄1). Sabemos que la aplicación triangular de KolyadaF , exhibe una comportamiento
que no puede ocurrir en el ámbito unidimensional. Por tanto,y junto con su aparatosa
definición, a veces ha sido tildada de poseer una dinámica compleja. En la primera parte
del capítulo resolvemos el problema (P1) para dicha aplicación describiendo la familia
W(F ) de todos los conjuntosω-límite producidos porF (véase [BGM 01]). Por contra,
comprobamos que el comportamiento dinámico de la aplicación es extremadamente
regular satisfaciendo la siguiente propiedad de uniformidad dinámica:

Teorema 2.1.7.La aplicación triangularF definida enI2 e introducida en la Definición
2.1.1, satisface la siguiente propiedad:

ωF (a, b) = I0 para todo(a, b) ∈ I2\I0, dondeI0 = Per(F ) = Fix(F ).

Por tanto, describimos exactamente la familiaW(F ):

W(F ) = I0 ∪ {(0, c)}c∈I.

El hecho de poder describir la dinámica de la aplicación de Kolyada, además del
interés que tiene en sí mismo, significa comprender los mecanismos que rigen su com-
portamiento dinámico. Esto nos ha permitido modificar la definición de las funciones
consiguiendo ejemplos de aplicaciones triangulares que resuelven varios de los proble-
mas planteados.
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Balibrea, Reich y Smítal, en 2003 a la luz de la propiedad satisfecha por la apli-
cación de Kolyada, plantearon el problema de la construcción de un elementoF en
C(I3) tal que los conjuntosω-límite de todos sus puntos fuesen iguales a una de las ca-
ras del cubo que estaría compuesta por puntos fijos. En la segunda parte del capítulo,
resolvemos el problema (̄P1) planteado anteriormente (véase [BGM 03]). Se constru-
ye una aplicación triangular enI3 (es decir, una aplicación de la forma(x, y, z) →

(f(x), g(x, y), h(x, y, z))) usando alteraciones adecuadas de la aplicación triangular de
Kolyada.

Teorema 2.2.12.La aplicación triangularF en I3, introducida en la Definición 2.2.1,
satisface las siguientes propiedades de uniformidad dinámica:

(A) si (a, b, c) ∈ I2
0 , entoncesωF (a, b, c) = {(a, b, c)} y Per(F ) = Fix(F ) = I2

0 ,

(B) si (a, b, c) ∈ I3\I2
0 , entoncesωF (a, b, c) = I2

0 .

De tal manera para dicha aplicaciónF se satisface:

W(F ) = I2
0 ∪ {(0, b, c)}(b,c)∈I2.

Los problemas (P1) y (̄P1), en general son difíciles y dependen sobremanera del la apli-
cación que estemos estudiando, en el caso de (P1), y del espacio de fases y de funciones,
en el caso de (̄P1). En el futuro, hemos de intentar resolver ambos problemas para otro
tipo de aplicaciones y familias de conjuntos, respectivamente.

Capítulo 3.El tercer capítulo está destinado al estudio del problema (P2) relativo a
la existencia de aplicaciones universales. En 1993, A.M. Bruckner propuso, fijadoX un
espacio métrico compacto yF ⊆ C(X), analizar la existencia de aplicaciones universa-
les en la familiaF respecto de los conjuntosω-límite deWF . Una aplicaciónψ ∈ F se
dirá que es universal paraWF si genera como conjuntosω-límite a todos los elementos
deWF , es decir, siW(ψ) = WF . Por otra parte, y de manera algo menos restrictiva,
diremos queψ ∈ F es una aplicación d-universal (universal en sentido débil)paraWF ,
si salvo homeomorfismosψ genera como conjuntosω-límite a todos los elementos de
WF . Es decir, si para cada conjuntoA ∈ WF , existeÃ, copia homeomorfa deA, en
W(ψ).

La situación de este problema es la siguiente, para el caso deuniversalidad no exis-
tían resultados al respecto y para la situación de d-universalidad sólo había un resultado
obra de Pokluda y Smítal [SP 00] relativo a sistemas en el intervalo. Demostraron que
enC(I) existe una aplicación d-universal para los conjuntosWC(I).

En este capítulo analizaremos estos problemas de universalidad para sistemas ge-
nerales [BGM 02], [CGSS 04]. Probaremos que para la mayor parte de los espacios
métricos compactosX (para todos excepto aquellos que sus endomorfismos continuos
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sólo generan como conjuntosω-límite conjuntos unipuntuales, a los que llamaremos
espaciosω-degenerados) no existe aplicación universal paraWC(X).

Teorema 3.1.3.SeaX un espacio métrico compacto noω-degenerado. Entonces, no
existe ninguna aplicación universal con respecto a los conjuntosω-límite generados
por los elementos deC(X).

Ante este resultado de negatividad, si reducimos la familiade conjuntos respecto
de la que se tiene la universalidad, por ejemplo, si consideramos en la clase de las
aplicaciones triangulares deI2 conjuntosω-límite tipo intervalo contenidos en una fibra,
es posible contruir un elementoF ∈ C∆(I2) universal respecto de dichos conjuntos.

Teorema 3.2.5.La aplicación triangularF en I2 introducida en la Definición 3.2.1
satisface la siguientes condiciones:

(A) Para cada[a, b] ⊆ I, a ≤ b, existe un punto(p, q) ∈ I2\I0 tal que

ωF (p, q) = {0} × [a, b].

(B) Dado (p, q) ∈ I2, existe un intervalo compactoJ ⊆ I, degenerado o no, verifi-
cando que

ωF (p, q) = {0} × J.

Observemos que el anterior resultado muestra que es posibleobtener elementos uni-
versales en espacios noω-degenerados si reducimos la familia de conjuntosω-límite
respecto de la que se tiene la universalidad.

El ejemplo presentado en la Definición 3.2.1, esta construido usando técnicas simi-
lares a las de la aplicación de Kolyada y para él (véase parte (B) Teorema 3.2.5) también
se resuelve el problema (P1).

La segunda parte del capítulo esta destinada al estudio de laexistencia de aplicacio-
nes d-universales. Estudiaremos los casos relativos variedades compactas de dimensión
m y a grafos. Los resultados obtenidos son los siguientes, teniendo en cuenta que un
arco es un cualquier espacio homeomorfo al intervalo unidadI:

Corolario 3.3.7.1.SeaM una variedad compactam-dimensional (m ≥ 1). Entonces,
WC(M) admite una aplicación d-universal si y sólo siM es un arco (y por endem = 1).

Para probar este resultado su usa fuertemente el hecho de queexisten una cantidad
no numerable de dendritas planas no homeomorfas.

Teorema 3.3.10.SeaX un grafo. Entonces,WC(X) admite aplicación d-universal si y
sólo siX es un arco.

Tras estos resultados, queda puesto de manifiesto que el resultado positivo obtenido
por Pokluda y Smítal es el único que se podía obtener. Como problemas a pensar en
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el futuro tenemos el caso general de los espacios que sean dendritas y espacios cero
dimensionales, como conjuntos tipo Cantor.

Capítulo 4.El cuarto capítulo está dedicado al estudio del problema (P3). A. Blokh
et al. en [BBHS 96], probaron que la familia de todos los posibles conjuntosω-límite
W(f) generados por una función continuaf era un conjunto compacto en el espacio
(K(I), dH) de todos los subconjuntos cerrados y no vacíos deI dotado con la topo-
logía métrica de Hausdorff. A lo largo del capítulo comprobamos que este resultado
no es extensible aC(I2), presentado varios contraejemplos sencillos incluso enC∆(I2)

[BGM1 04]. Por otro lado, dentro de la clase de las aplicaciones triangulares que ge-
neran sólo conjuntosω-límite contenidos en una fibra, hemos comprobado que la pro-
piedad dedH-clausura funciona. Así, para la aplicación triangular de Kolyada y para la
aplicación presentada en la Definición 3.2.1 se satisfece lapropiedad. Entonces, parece
razonable, y dado que este tipo de aplicaciones poseen una dinámica cercana a la de los
elementos deC(I), conjeturar que en tal clase de aplicaciones triangulares la propiedad
funciona.

Sorprendentemente, es posible construir una aplicación triangularF con conjuntos
ω-límite contenidos en la fibraI0 y tal queW(F ) no esdH-cerrado.

Teorema 4.2.8.La aplicación continuaF introducida en la Definición 4.2.1 satisface
las siguientes propiedades:

(A) Existe una sucesión de puntos{(pi, qi)}i∈2N∗ ⊂ I2\I0 tal que:

(A1) ωF (pi, qi) = {0} × [ai, bi] conbi − ai = 1 − 1
210 .

(A2) ĺım
i→∞

ωF (pi, qi) = {0} × [ 1
210 , 1] en la topología de Hausdorff deI2.

(B) ωF (p, q) 6= {0} × [ 1
210 , 1] para cada(p, q) ∈ I2.

Así, F no satisface la propiedad dedH clausura yW(F ) ⊂ I0. Como problemas
para pensar en el futuro, tenemos por un lado tratar de encontrar hipótesis bajo las que
la propiedad dedH clausura funcione enC(I2). Por otra parte, sería interesante analizar
la validez de la propiedad para las transformaciones bidimensionales de tipo producto
enI2, es decir, aplicaciones de la forma(x, y) → (g(y), f(x)).

Capítulo 5.El quinto capítulo trata sobre el problema (P4). Se pretenden obtener
caracterizaciones de la propiedad de poseer entropía topológica cero. Como ya comen-
tamos anteriormente, analizamos el problema de la equivalencia mutua entre las propie-
dades (1)-(5) en la clase de las aplicaciones triangulares.Como es sabido enC(I) las
propiedades son equivalentes. EnC∆(I2) no lo son (véanse contraejemplos presentados
en el Capítulo 5) incluso bajo la adopción de fuertes hipótesis adicionales. Nosotros
comprobamos la equivalencia mutua bajo la hipótesis de que la aplicación triangular
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posea conjunto de puntos periódicos para su función base cerrado [GC 04]. La caracte-
rización presentada soluciona el problema en la claseC∆(I2) y proporciona información
para estudiar el problema abierto de la implicación entre Rec(F ) = UR(F ) y h(F ) = 0

en la claseC∆(I2).MedianteC∗
∆(I2) denotamos a la clase de las aplicaciones triangulares

que poseen función base con conjunto de puntos periódicos cerrado.

Teorema 5.4.1.SeaF ∈ C∗
∆(I2) con función basef . Entonces, las condiciones(1)−(5)

son mutuamente equivalentes.

Apéndice.El objetivo del apéndice es introducir dos ejemplos de espacios y aplica-
ciones continuas definidas sobre ellos que sólo generan conjuntos scrambled bipuntuales
[GL 04].

Teorema 5.4.2.Existe una aplicación continua definida en un espacio tipo Cantor, tal
que cada conjunto scrambled tiene exactamente dos puntos.

Teorema 5.4.4.Existe un continuoX ⊂ R2 (espacio compacto y conexo) con interior
vacío y un homeomorfismoh enX, tal que, cada conjunto scrambled tiene exactamente
dos puntos.



Capítulo 1

Notación y resultados preliminares

Los objetivos que este capítulo tiene son, por una parte, establecer la notación básica
y la terminología que se usará a lo largo de todo el trabajo. Por otro lado, se presentarán
ciertos resultados que satisfacen algunos de los elementosanteriormente definidos y que
serán usados de forma auxiliar en el transcurso de la memoria.

1.1. Puntos especiales y medidas del caos en un S.D.D.

Consideremos (X, d) un espacio métrico compacto yψ una aplicación continua de-
finida sobre el espacioX en sí mismo (ψ ∈ C(X)). Para cada puntox ∈ X y cada
enteron ≥ 0, definimos inductivamente lasiteradasdex a través de la aplicaciónψ
comoψn = ψn−1 ◦ ψ si n > 0 y ψ0 = IdX donde IdX es la aplicación identidad en el
espacioX. La órbita dex porψ es el conjunto{ψn(x)}∞n=0 y se denotará con Orbψ(x),
mientras que latrayectoriade x por ψ es la sucesión{ψn(x)}∞n=0 que será denotada
mediante Traψ(x). Conocer la dinámica del sistema(X, ψ) consiste en averiguar cuál
es el comportamiento asintótico de las trayectorias de los puntos del espacioX por la
acción de la aplicaciónψ. En este contexto, el comportamiento más regular posible es
el periódico, en el sentido de que tras un número finito de iteraciones el punto vuelve a
su estado inicial. Pero la“vuelta al estado inicial” puede hacerse de formas más débiles.
Para precisarlas introducimos lo que denominamos conjuntos depuntos especiales.

Un puntox ∈ X se diceperiódicopara la aplicaciónψ si existe un entero positi-
vo n tal queψn(x) = x. Al más pequeño de los valoresm satisfaciendo la condición
anterior se le llama elperiododex. Con Per(ψ) denotaremos al conjunto de todos los

1
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puntos periódicos deψ. Si x ∈ Per(ψ) y su periodo es uno, entonces el punto periódico
se denominapunto fijoy con el símbolo Fix(ψ) denotaremos al conjunto de todos los
puntos fijos deψ. Mediante Rec(ψ) denotamos al conjunto de los puntos conocidos en
la literatura comorecurrentesdeψ, esto es, el conjunto de puntosx ∈ X tales quex
es un punto de acumulación de su propia trayectoria{ψn(x)}∞n=0. Un conjuntoM ⊆ X
se diráminimalpara la aplicaciónψ si es no vacío, cerrado, invariante (ψ(M) ⊆ M)
y no contiene subconjuntos satisfaciendo las mismas propiedades. Con UR(ψ) denota-
mos al conjunto de los puntos denominadosuniformemente recurrentesdeψ, es decir,
todos los puntos recurrentes cuyo conjuntoω-límite es minimal. Para más detalles sobre
estas clases de puntos, véase por ejemplo [BC 92], en donde los puntos uniformemente
recurrentes son llamadosfuertementerecurrentes. Como las órbitas de los puntos que
pertenecen a los conjuntos anteriormente descritos poseenciertas propiedades de retor-
no, de las definiciones de los mismos se derivan las relaciones de inclusión:

Per(ψ) ⊆ UR(ψ) ⊆ Rec(ψ).

Además de la información deducida del análisis de las clasesde puntos especiales,
para medir la complejidad dinámica de un sistema se suelen usar como herramientas la
entropía topológicay varias definiciones de la noción decaos.

El concepto de entropía topológica fue introducido en 1965 por Adler, Konheim y
McAndrew para sistemas definidos sobre espacios compactos (véase [AKM 65]). Más
adelante, en 1971, R. Bowen extendió dicha noción al caso de espacios no compactos
(véase [Bo 71]), de modo que, ambas nociones coincidieran para S.D.D. definidos sobre
espacios métricos compactos que serán, como se comentó anteriormente, los objetos de
estudio a lo largo de este trabajo. En lo que sigue, usaremos la definición de entropía
topológica introducida por Bowen debido a que es más sencilla de manejar desde el
punto de vista computacional.

Definición 1.1.1.Sea (X, d) un espacio métrico compacto yψ ∈ C(X). Consideremos
ε > 0 y n un entero positivo. Un subconjuntoE ⊆ X se dice(n, ε)-separadoparaψ, si
para cadax 6= y ∈ E existej ∈ {0, 1, ..., n−1} tal qued(ψj(x), ψj(y)) > ε. Entonces,
la entropía topológicadel sistema(X, ψ), denotada medianteh(ψ), es

h(ψ) = ĺım
ε→0

ĺım sup
n→∞

1

n
· log

(

sup
E

card(E)

)

donde el supremo se toma con relación a todos los subconjuntos (n, ε)-separadosE de
X.

Habitualmente usaremos la terminología deentropía topológica de una aplicación.
La afirmación debe entenderse como un abuso de notación, y se refiere a la entropía
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topológica del sistema formado por el espacio métrico compacto, dominio de tal aplica-
ción, y la propia aplicación.

La definición del concepto de caos que usaremos, está basada en las ideas recogidas
en el trabajo de Li y Yorke sobre sistemas dinámicos de la forma (I, f) dondeI = [0, 1]

y f ∈ C(I) (véase [LY 75]). Otras definiciones de caos son por ejemplo, caos en el
sentido de Devaney ([D 89]),ω-caos ([Li 93]) o caos distribucional ([SS 94]).

Definición 1.1.2.SeaX un espacio métrico compacto yψ ∈ C(X). Un par de puntos
{x, y} ⊂ X se dice que son un par de Li-Yorke para la aplicaciónψ, si simultáneamente
se satisfacen:

ĺım inf
n→∞

d(ψn(x), ψn(y)) = 0 y ĺım sup
n→∞

d(ψn(x), ψn(y)) > 0.

La primigenia definición de par de Li-Yorke exigía, además delas dos anteriores
propiedades, que se satisfacieseĺım inf

n→∞
d(ψn(p), ψn(α)) = 0 para todo punto periódico

p deψ y para todoα ∈ {x, y}. Posteriormente se probó que esta tercera propiedad era
redundante al ser implicada por las otras dos propiedades (véase [J 92]).

La definición de caoticidad (en el sentido de Li y Yorke) que sedio para un sistema
generado por una función continuaf definida en el intervalo compacto unidadI fue:

f es caótica si existe un conjuntoS ⊆ I infinito no numerrable tal que, para todo
par de puntos distintos{x, y} en S, {x, y} es un par de Li-Yorke. A un conjuntoS,
independientemente de su cardinalidad, satisfaciendo la anterior propiedad relativa a
los pares de Li-Yorke se le llama conjunto“scrambled”.

Observación 1.1.2.1.La anterior definición de caoticidad exige la existencia de un
conjunto infinito no numerable en el espacio, por tanto, si engeneral pretendiésemos
usar tal definición habríamos de excluir a todos los espacioscontables, es decir, espacios
finitos o infinitos numerables. En [KuS 91], paraf ∈ C(I) se prueba que si existe un
par de Li-Yorke, entoncesf posee un conjunto scrambled no numerable. Por tanto, para
X = I la definición de caoticidad se reduce a la existencia de un parde Li-Yorke.

Con el fin de poder restringirnos a conjuntos con cualquier número de elementos
y tener una definición lo más general posible, en lo que sigue usaremos la siguiente
definición de caos introducida en [SKSF 97].

Definición 1.1.3.SeaX un espacio métrico compacto yψ ∈ C(X). Dado un subcon-
juntoA ⊆ X, diremos queψ|A escaótica(en el sentido de Li y Yorke) siA contiene al
menos un par de Li y Yorke deψ.

A la luz de esta definición de caoticidad, surge inmediatamente la pregunta: SiX
es un espacio infinito no numerable yψ ∈ C(X) es caótica, ¿existe enX un conjunto
scrambledS no numerable?
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La respuesta a esta pregunta en general es negativa. En [FPS 95], se muestra un
ejemplo de una aplicaciónF ∈ C(I2) que sólo posee pares de Li-Yorke, es decir, los
únicos conjuntos scrambled que genera son bipuntuales. Actualmente, existe gran in-
terés en estudiar la cardinalidad del conjunto de pares de Li-Yorke existentes en un
espacioX para una aplicaciónψ ∈ C(X). Así en [BGKM 02] se estudian las propieda-
des dinámicas de los sistemas(X, ψ) que carecen de pares de Li-Yorke. Por otro lado
en [HY 01], se prueba que existen espaciosX que admiten funciones continuas tales
que todo el espacioX es un conjunto scrambled. En [BDM 04] se construyen dos es-
pacios que admiten aplicaciones generando a lo sumo conjuntos scrambled numerables.
En esta línea de trabajo parece razonable hacerse la siguiente pregunta:

¿Qué tipos de espaciosX admiten aplicaciones continuasψ verificando que el cardi-
nal máximo de todos sus conjuntos scrambled es dos?, es decir, ¿qué espacios admiten
aplicaciones que sólo poseen pares de Li-Yorke?

El ejemplo propuesto en [FPS 95] muestra queI2 es uno de tales espacios. Podría
pensarse que esta propiedad de minimalidad en la cardinalidad de los conjuntos scram-
bled se consigue debido a la libertad de movimientos que, en lo que respecta a las cons-
trucciones, permiteI2 al ser un espacio compacto, conexo y con interior no vacío en el
espacio euclideoR2 que lo contiene. En el Apéndice (véase [GL 04]) mostramos que
los conjuntos tipo Cantor (es decir, espacios cerrados, sinpuntos aislados y totalmente
desconectados) admiten endomorfismos continuos que generan sólo conjuntos scram-
bled bipuntuales y que existe un espacio bidimensional compacto, conexo y con interior
vacío enR2 con la topología relativa cumpliendo la misma propiedad.

1.2. La clase de las aplicaciones triangularesC∆(I2)

Aunque ciertos problemas relativos a ladinámica-topológicapermanecen aún abier-
tos, en las últimas décadas los sistemas asociados a funciones continuas del intervalo (es
decir, funciones pertenecientes aC(Ia,b), dondeIa,b = [a, b] es un intervalo compacto de
la recta real) han sido ampliamente estudiados en la literatura.

Como consecuencia de la existencia de fenómenos biológicos, económicos, sociales
y de la ingeniería que encuentran su formulación matemáticaen modelos dinámicos dis-
cretos basados en transformaciones de espacios de dimensión mayor que uno, se plantea
el problema de investigar tales sistemas, intentando entender el comportamiento de los
mismos. Para alcanzar este objetivo y como primer paso, dadoel enorme aumento de la
complejidad dinámica que lleva asociada el incremento de ladimensión, parece natural
iniciar este estudio en el espacioC(I2) de las aplicaciones continuas del cuadrado uni-
dad (I2 = I×I). Sin embargo, la dinámica de tales aplicaciones resulta extremadamente
complicada. Se desconoce, por ejemplo, en el caso del comportamiento dinámico más



1.2. LA CLASE DE LAS APLICACIONES TRIANGULARESC∆(I2) 5

sencillo (la periodicidad), si cualquier sistema tiene unaestructura periódicasemejante
o no, a la descrita por el teorema de Sharkovskiı̆ para los sistemas dinámicos(R, ψ) o
(I, ψ), o por los resultados sobre el mismo problema en otros espacios de dimensión
finita (véase Nota 1.2.2).

Hagamos un poco de historia sobre el teorema de estructura periódica de Sharkovs-
kiı̆. En el año 1964, aparece publicado por vez primera un resultado del matemático
ucraniano A. N. Sharkovskiı̆, relativo a la existencia de puntos periódicos de endomor-
fismos continuos enR o [a, b] ⊂ R (véase [Sh 64]). Hasta ese momento, sólo se cono-
cían algunos resultados aislados sobre periodicidad ligados a la iteración de funciones
continuas del intervalo y la recta. Por ejemplo, se sabía quesi una funciónf no posee
puntos periódicos de periodo dos, la trayectoria{fn(x)}∞n=0 converge para todox ∈ R
(véanse [Sh1 65] o [BC 92]), e idéntica conclusión se logra suponiendo que la función
sólo posee puntos fijos (véase [Ot 57]). Como consecuencia sesigue que si la función
sólo posee puntos periódicos de periodos{1, 2, 22, ..., 2n}, entonces para cadax ∈ I,
{fn(x)}∞n=0 converge a algún punto periódico def . Asimismo, en [ML 57] se daban
condiciones para la existencia de puntos de periodo 2.

Sharkovskĭı probó que la existencia de un punto periódico de periodo mayor que dos
implica la existencia de otro punto con periodo dos (véase [Sh 60]), así como también
comprobó que la existencia de puntos periódicos con periododistinto de una potencia
de dos implica la aparición de puntos periódicos con periodos de todas las potencias de
dos. Finalmente, extiende los hechos anteriores a cualquier tipo de periodo apareciendo
el enunciado que se conoce como teorema de Sharkovskiı̆. Recordemos que a lo lar-
go de todo el trabajo, medianteN denotaremos al conjunto de los números enteros no
negativos.

Teorema 1.2.1 (Sharkovskĭı). Consideremos enN ∪ {2∞} el siguiente orden al que
llamaremos ordenamiento de Sharkovskiı̆ :

3 >s 5 >s 7 >s ... >s 2 · 3 >s 2 · 5 >s 2 · 7 >s ... >s 22 · 3 >s 22 · 5 >s 22 · 7 >s ...

... >s 2m · 3 >s 2m · 5 >s ... >s {2
∞} >s ... >s 2j >s 2j−1 > ... >s 22 >s 2 >s 1.

Seaf ∈ C(I). Sif tiene un punto periódico de períodom, entoncesf posee puntos
periódicos de todos los periodos menores quem en el anterior orden.

Recíprocamente, dado cualquier elementom de la ordenación anterior existef ∈

C(I) con al menos un punto periódico de periodom y ningún punto periódico de periodo
mayor quem en el orden de Sharkovskiı̆.

Nota 1.2.2.Si f ∈ C(R), el teorema sigue siendo cierto aunque puede ocurrir además
que el conjunto de puntos periódicos def sea vacío, como sucede por ejemplo para
la función f(x) = x + 1. Para otros tipos de espacios unidimensioanles (comoS1,
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árboles, grafos,...) el resultado anterior se ha completado con otros órdenes diferentes al
de Sharkovskiı̆, obteniéndose estructuras periódicas más complejas (porejemplo véanse
[Be 81], [Be 82], [ALM 89], [Bl 92], [ALM 93], [AM 93], [LlM 93] , [AY 95], [B 95],
[BLl 95], [LLl 95], [LlPR 95]), [B 91] o [APR 97]).

El interés y la sencillez de este teorema que describe completamente la estructura
periódica únicamente bajo la hipótesis de la continuidad, indujo a pensar en una exten-
sión para el caso de aplicacionesn-dimensionales conn > 1. Pero como se anunció
anteriormente en dimensión dos, en general, deja de ser válido. Basta considerar, por
ejemplo enR2, un giro de centro(0, 0) y ánguloθ = 2

3
π. Esta aplicación continua posee

todos sus puntos periódicos de periodo tres excepto el(0, 0) que es fijo. Por tanto, a la
vista de lo que ocurre con la estructura periódica, el estudio general de la dinámica se
presenta muy complicado.

Como consecuencia de la complejidad dinámica que poseen lasaplicaciones de
C(I2), debido al hecho de que las órbitas de los puntos tienen“mayor libertad” para
moverse que enI, la estrategia utilizada para inferir la información que nos interesa es
usar ciertas familias especiales de elementos deC(I2) que nos simplifiquen, de alguna
manera, el trabajo. De este modo aparece, de manera natural,la clase de lasaplicacio-
nes triangulareso “skew product maps", llamada así por la especial morfología de los
elementos que la integran.

Definición 1.2.3. Una aplicaciónF ∈ C(I2) se llama triangular si es de la forma
F : (x, y) → (f(x), g(x, y)).

En este contexto, las funcionesf y g se denominan respectivamente la funciónbase
y la funciónfibra de la aplicaciónF . Para cadax ∈ I, llamaremosfibra sobrex al
conjuntoIx = {x}× I. Las funcionesgx definidas comogx(y) = g(x, y) actuan enIx y
constituyen un sistema de funciones unidimensionales que dependen continuamente de
la variablex. MedianteC∆(I2), denotaremos a la clase de las aplicaciones triangulares
en el cuadrado unidad.

El uso de esta familia especial de aplicaciones no es caprichoso. Como consecuen-
cia de su especial morfología (la función base es una aplicación unidimensional), las
aplicaciones triangulares poseen ciertas similitudes dinámicas con las funciones conti-
nuas del intervalo sin dejar de ser referentes del mundo bidimensional objeto de nuestro
estudio (véase [G 01] para un un estudio comparativo de similitudes y diferencias entre
las aplicaciones triangulares y las funciones continuas del intervalo). Buena muestra de
ello es que el orden de Sharkovskiı̆ para la coexistencia de ciclos es válido para este tipo
de aplicaciones (véase [Kl 79]). En el año 1992, Kolyada publica un extenso artículo
(véase [Ko 92]) donde realiza un estudio profundo de las propiedades dinámicas de los
elementos del espacioC∆(I2). Entre otros, obtiene un resultado de proyección muy útil
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a la hora de relacionar los conjuntos de puntos especiales, introducidos en la Sección
1.1, de la aplicación triangular y de su función base. ParaF ∈ C∆(I2) seaA(F, I2)

uno cualquiera de los conjuntos descritos en la Sección 1.1,al mismo conjunto para la
función base lo denotaremos conA(f, I).

Teorema 1.2.4.SeaF ∈ C∆(I2) Entonces se verifica

π(A(F, I2)) = A(f, I)

dondeπ : I2 → I es la proyección en la primera coordenada.

Nota 1.2.5.El Teorema 1.2.4 es una versión débil del resultado presentado en [Ko 92].
El resultado general es válido para una mayor cantidad de conjuntos de puntos especia-
les que no han sido presentados en la Sección 1.1 al no ser objeto de nuestro estudio en
este trabajo.

En relación a la entropía topológica (véase Definición 1.1.1), siF es un elemento de
C∆(I2) existen ciertas cotas obtenidas por Bowen parah(F ) (véanse [Bo 71] y [W 82]):

máx{h(f), hfib(F )} ≤ h(F ) ≤ h(f) + hfib(F ), (1.1)

dondehfib(F ) = sup
x∈I

h(F |Ix).

Observación 1.2.5.1.La noción de entropía topológica fue introducida, como ya se
comentó, para sistemas generados por una aplicación continua definida de un espacio
en sí mismo. En la fórmula contenida en la expresión (1.1) se hace referencia ah(F |Ix).
Obsérvese queh(F |Ix) está bien definida tan sólo en el caso en que la fibraIx sea
fuertemente invariante por la aplicaciónF (es decir,F (Ix) = Ix). Para el resto de los
casos hemos de extender el concepto de entropía topológica.La manera de solucionar
el problema es considerarF |Ix como un sistema no autónomo (es decir, un sistema de
la forma (X, f1,∞) dondeX es un espacio métrico compacto yf1,∞ := (fi)

∞
i=1 con

fi : Ai ⊆ X → X continua, para más información sobre esta clase de sistemasvéase
[KS 96] o [KST 04]) y usar los resultados contenidos en [KS 96]. Formalmente, en lo
que a la entropía se refiere, trabajaremos como si el sistema fuese convencional.

En caso de tener una aplicación triangularF con una función basef tal que sólo
posee puntos periódicos de periodo potencia de dos (a esta situación la denotaremos
mediante el símbolof ≤ 2∞), entoncesh(f) = 0 (véase [MS 80]) y se tiene una
fórmula para el cálculo de la entropía de la forma (véase [Bo 71]),

h(F ) = sup
x∈Per(f)

h(F |Ix).
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De tal modo, si Per(f) es cerrado, para calcularh(F ) podemos centrar nuestra atención
únicamente enh(F |Ix), dondex ∈ Per(f). Por otro lado, si en el sistema inicial todas
las funcionesgx son monótonas, entonces para cadax ∈ I esh(F |Ix) = 0 y consecuen-
tementeh(F ) = h(f) (véase [KS 96]).

Queda puesto de manifiesto que en la clase de las aplicacionestriangulares conta-
mos con ciertas herramientas topológicas y ciertas similitudes dinámicas con el caso
unidimensional que nos ayudarán a la hora de analizar el comportamiento de trasforma-
ciones bidimensionales más generales. Por otro lado, los elementos deC∆(I2) presentan
propiedades que no satisfacen las funciones del intervalo (véase [Ko 92] para una am-
plia enumeración de las mismas). Uno de los puntos donde se ponen de manifiesto estas
diferencias es, como comentaremos detalladamente en la siguiente sección, en relación
a la estructura topológica de los conjuntosω-límite.

1.3. Conjuntosω-límite en C∆(I2)

Conocer la dinámica del sistema(X, ψ) consiste en tener conocimiento en términos
de descripción explícita y de caracterización topológica de lo que ocurre asintóticamen-
te con las trayectorias de todos sus puntos. Este análisis sepuede realizar a través del
estudio de los conjuntosω-límite de los puntos del espacioX (véase [BG 04]). A con-
tinuación, describiremos ciertos resultados generales que satisfacen dichos conjuntos,
cuyas pruebas pueden ser consultadas en[BC 92].

Definimos el conjuntoω-límite de un puntox ∈ X a través de una aplicación conti-
nuaψ como el conjunto:

ωψ(x) =
⋂

m≥0

⋃

n≥m

ψn(x),

o equivalentemente, como se comentó en la introducción, como el conjunto de los pun-
tos de acumulación de Traψ(x):

ωψ(x) = {y ∈ X : ∃{nk}
∞
k=1 ⊆ N tal que ĺım

nk→∞
ψnk(x) = y}.

Definición 1.3.1.Un puntox ∈ X se dice asintóticamente periódico por una aplicación
ψ ∈ C(X), si existe un punto periódicoz deψ satisfaciendoĺım

n→∞
d(ψn(x), ψn(z)) = 0.

En caso de tener un puntox asintóticamente periódico,ωψ(x) es exactamente la
órbita del punto periódicoz. El siguiente resultado resume algunas de las propiedades
de los conjuntosω-límite:

Teorema 1.3.2.Sea (X, d) un espacio métrico compacto yψ ∈ C(X). Entonces se
verifican las siguientes propiedades:
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(a) para cada entero positivom, se verificaωψ(x) =
m−1
⋃

j=0

ωψm(ψj(x)),

(b) para cadax ∈ X, ωψ(x) es distinto de vacío, cerrado y fuertemente invariante,

(c) si M = ωψ(x) y N ( M es un conjunto cerrado y no vacío, entoncesN ∩

ψ(M\N) 6= ∅,

(d) el conjuntoωψ(x) es finito, si y sólo si, el puntox es asintóticamente periódico;
además, siωψ(x) es infinito ningún punto aislado deωψ(x) es periódico.

Observación 1.3.2.1.La propiedad (c) del Teorema anterior es llamada usualmenteen
la literatura comoincompresibilidad débil(véase [SKSF 97]) o propiedad deltransporte
(véase [BBHS 96]) y puede ser reformulada del siguiente modo:

siM = ωψ(x) y U ( M es un conjunto abierto y no vacío, entoncesψ(U) 6⊂ U .

Un importante y difícil problema es conocer, en general, cuáles son los conjuntos
ω-límite generados por un S.D.D.(X, ψ). Si el espacioX es el intervalo unidad, los
posibles conjuntosω-límite se encuentran totalmente caracterizados (véanse [Sh2 65],
[ABCP 89/90] y [BS 92]).

Teorema 1.3.3.Un conjuntoC ⊂ I es un conjuntoω-límite de una funciónf ∈ C(I),
si y sólo si,C es o un conjunto compacto y denso en ninguna parte, o una uniónfinita
disjunta de intervalos (no degenerados) compactos.

Cuando el espacioX = In donden > 1 es un entero, sólo poseemos ciertos resulta-
dos parciales contenidos en [AC1 91/92] y [AC2 91/92].

Teorema 1.3.4.Sean > 1. Entonces, un conjunto compactoC ⊂ In es un conjuntoω-
límite de una aplicación continuaF deIn siempre que se verifique una de las siguientes
condiciones:

(i) C es totalmente desconectado;

(ii) C es un continuo con interior vacío;

(iii) C es una colección finita de continuos no degenerados de Peano.

Recordemos que uncontinuoes cualquier conjunto compacto y conexo, y unconti-
nuo de Peanoes cualquier continuo localmente conexo, o equivalentemente, cualquier
imagen continua del intervalo unidadI (véase, por ejemplo, [Ku 68, pág. 256]).

Cuandon = 2 y tratamos con la clase de las aplicaciones triangularesC∆(I2), se
conoce cierta información extra. Concerniente al problemade la caracterización topoló-
gica de los conjuntosω-límite, para los elementos deC∆(I2) existen dos resultados que
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complementan el Teorema 1.3.4 válido para endomorfismos continuos arbitrarios enI2.
El primero de ellos está destinado a la caracterización de los conjuntosω-límite que se
hayan contenidos en una fibra (véase [KS 92/93]).

Teorema 1.3.5.Seana ∈ I yM ⊂ I. Las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(i) existe una aplicación triangularF enI2 y un puntox ∈ I2 tales que

ωF (x) = {a} ×M ;

(ii) M es un conjunto cerrado y no vacío deI que no es de la forma

M = J1 ∪ J2 ∪ ... ∪ Jr ∪ C (1.2)

donder es un entero positivo;Ji, i ∈ {1, 2, ..., r}, son intervalos cerrados no
degenerados;C es un conjunto no vacío contable (finito o infinito numerable);
todos los conjuntosJi y C son disjuntos dos a dos yd(C, Ji) > 0 para al menos
un índicei ∈ {1, 2, ..., r}.

Observemos que, usando el Teorema 1.3.5, es fácil mostrar que siB es un conjunto
finito no vacío, entoncesB ×M es un conjuntoω-límite de una aplicación enC∆(I2),
si y sólo si,M es un subconjunto cerrado y no vacío deI que no es de la forma (1.2).
Además, de la prueba del Teorema 1.3.5 se sigue que un subjunto no vacíoM contenido
en una recta del plano es un conjuntoω-límite para una aplicación continua definida en
dicha recta, si y sólo si,M(considerado como conjunto unidimensional) no es de la
forma (1.2).

Los otros resultados que tenemos van dirigidos a analizar qué tipo de conjuntos
no contenidos en una fibra son conjuntosω-límite enC∆(I2). En [KS 92/93] se da el
siguiente resultado que muestra que tales conjuntos poseenuna estructura complicada.

Teorema 1.3.6.Seana ∈ I y M cualquier subconjunto cerrado deI. Entonces existe
una aplicación triangularF enI2 y un punto(x, y) ∈ I2 tal que

ωF (x, y) ∩ Ia = {a} ×M.

Por otro lado, en [JS 01] se muestra que el resultado de Agronsky y Ceder (cf. (iii)
Teorema 1.3.4), con ciertas restricciones, es válido para aplicaciones triangulares en el
cuadrado. Además, se dan ciertos ejemplos de continuos no dePeano que cumplen y
que no cumplen la propiedad de ser conjuntosω-límite para la clase de las aplicaciones
triangulares. Por tanto, una caracterización de los continuos que son conjuntosω-límite
en C∆(I2) parece lejos de poder ser obtenida. Otros resultados parciales en esta línea
pueden verse en [Ba 97/98] o [Si 95].
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1.4. La familia de funciones base tipo Kolyada

En el resto de capítulos se realizarán varias construcciones de aplicaciones triangu-
lares. La mayor parte de ellas poseen una característica común desde el punto de vista
de su comportamiento dinámico. De sus funciones base se dicecoloquialmente que
“aplastan hacia la izquierda”. Más formalmente, sif es una de tales funciones base,
para todo puntox ∈ I se verifica que

ĺım
n→∞

fn(x) = 0. (1.3)

En esta sección introduciremos una familia de endomorfismoscontinuos definidos
en el intervaloI y a la que llamaremosfamilia de funciones base tipo Kolyada. Los
elementos de esta clase de funciones satisfacen la propiedad (1.3) y se usarán como
funciones base de apliaciones triangulares que construiremos en el futuro.

Definición 1.4.1.Consideremos̃ε = {εi}
∞
i=1 una sucesión de números reales positivos

tal que εi <
1
2i para cadai ∈ {1, 2, ...} verificando queεi+1

εi
= c < 1. Entonces

definimos la funciónfε̃ ∈ C(I) como

fε̃(x) =

{

x− εi si x ∈ [ 1
2i + εi,

1
2i−1 ], i ∈ {1, 2, ...}

εi+1

εi
(x− 1

2i ) + ( 1
2i − εi+1) si x ∈ [ 1

2i ,
1
2i + εi]. i ∈ {1, 2, ...}

A la familia de funciones

F = {fε̃ : ε̃ = {εi}
∞
i=1 ⊂ R, εi <

1

2i
y
εi+1

εi
= c < 1 ∀i},

la llamaremos familia de funciones base tipo Kolyada.

La nomenclatura para esta clase de funciones base, deriva dela similitud de sus
elementos con la función base de una aplicación triangular introducida por Kolyada
en [Ko 92] (véase Definicion 2.1.1). Esta aplicación triangular ha sido ampliamente
estudiada por sus propiedades dinámicas y será objeto de nuestra atención en el siguiente
capítulo (véase Capítulo 2, Sección 2.1.1).

Paraε̃ = {εi}
∞
i=1 = { 1

22i+10}
∞
i=1 y c = 1

4
tenemos la función base de la aplicación

triangular de Kolyada. Gráficamentefε̃ es de la forma:
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....

1

1 − ε1

1

0

fε̃

1
2

+ ε1
1
2

1
4

+ ε2
1
4

...

1.5. Variedades, grafos y dendritas

En esta sección introduciremos la notación y conceptos necesarios para desarrollar
los resultados contenidos en las Secciones 3.3.1 y 3.3.2 delCapítulo 3. A lo largo de la
misma, adoptaremos básicamente la terminología de [N 92].

Definición 1.5.1.Una variedad compactam-dimensional (con borde) (m ≥ 1) es cual-
quier espacio compacto y HausdorffM tal que para cada puntox ∈ M existe un entorno
U(x) que es homeomorfo a un subconjunto abierto deRm−1 × [0,+∞).

Por otro lado, unarco es cualquier espacio homeomorfo al intervalo unidadI. Los
puntos finales de un arcoA serán respectivamente las imágenes, mediante el homeo-
morfismo existente con el intervaloI, de los puntos 0 y 1.

Definición 1.5.2.Un grafo es un continuo que se puede expresar como la unión de una
cantidad finita de arcos que dos a dos, o bien son disjuntos, o bien se intersecan en un
punto final común (es decir, es un poliedro compacto y conexo unidimensional).

Análogamente, un grafo también puede ser definido de la siguiente forma.

Definición 1.5.3. Un grafo conexo (o simplemente un grafo) es un par(G, V ) donde
G es un continuo yV ⊂ G es un conjunto finito, cuyos puntos se llamanvértices, tal
queG\V es la unión disjunta de un número finito de conjuntos abiertose1, ..., ek deG,
llamadosramas, con la propiedad de que cadaei es homeomorfo a un intervalo abierto
de la recta real tal que su frontera consiste a lo sumo en dos puntos que son vértices.
MedianteB(G) denotaremos al conjunto de los vértices del grafoG.
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Ejemplos simples de grafos son las curvas cerradas simples ylas n-estrellas con
n ≥ 3. Unacurva cerrada simplees un espacio homeomorfo al circulo unidad. Una
n-estrellaes un espacio homeomorfo a la unión den arcos que poseen únicamente un
punto final en común.

                                                    Curvas cerradas simples

8−estrella

Figura 1.1: Ejemplos de curvas cerradas simples y 8-estrella.

Definición 1.5.4.Un árbol es un grafo que no contiene curvas cerradas simples.

Definición 1.5.5. SeaX un espacio métrico compacto yp ∈ X. La componente nu-
méricade p en X, denotada conc(p,X), es la cardinalidad del conjunto de todas las
componentes (conexas) deX \ {p}.
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Seaβ un número cardinal. Diremos que el orden dep enX es menor o igual queβ, y
lo denotaremos conord(p,X) ≤ β, si para cada entorno deU dep, existe un abiertoV
tal quep ∈ V ⊂ U y card(V) ≤ β. Diremos que el orden dep enX esβ, ord(p,X) = β,
si ord(p,X) ≤ β y ord(p,X) � α para cualquier cardinalα < β.

Definición 1.5.6.SeaX un continuo. Un puntop enX se llamará punto final deX si
ord(p,X) = 1. MedianteEnd(X) denotaremos al conjunto de los puntos finales del
espacioX.

Definición 1.5.7.Una dendrita es un espacio continuo de Peano que no contiene curvas
cerradas simples. Un puntop ∈ D se llama vértice deD si ord(p,D) > 2. Análogamen-
te, medianteB(D) denotaremos al conjunto de los vértices de la dendritaD.

Para tener una imagen visual de una déndrita véase la Figura 3.2 presentada en el
Lema 3.3.3 del Capítulo 3. Para cualquier punto de una dendrita D su componente nu-
mérica y su orden coinciden (véase [N 92, 10.13]) y además estas nociones se conservan
por homeomorfismos.

El interés en estudiar aplicaciones definidas en grafos se debe al hecho de que para
aplicaciones definidas en variedades con una foliación invariante de codimensión uno,
la citada aplicación se transforma en general en una aplicación definida en un grafo.
Además, la dinámica de homeomorfismos pseudo-Anosov en una superficie puede ser
reducida esencialmente al análisis de ciertas aplicaciones definidas en grafos (véase por
ejemplo [FM 93]). Finalmente, a veces las aplicaciones definidas en los grafos imitan
el comportamiento de una aplicación diferenciable (flujo) en el entorno de un atractor
hiperbólico (véase por ejemplo [Wi 77]).

El reciente interés en la dinámica de sistemas discretos definidos sobre dendritas está
motivado por el hecho de que las dendritas pueden aparecer como conjuntos de Julia en
dinámica compleja (véase [RP 86], [Bea 91] o [Mo 98]).

Definición 1.5.8.SeaX un espacio métrico yA un subconjunto. Diremos queA es una
retracción deX si existe una aplicación continuar : X → A (llamada una retracción
deX sobreA) tal que su restricción sobreA es la identidad enA.

Un espacio métricoY se llama una retracción absoluta si para cualquier espacio
topológicoX cualquier subconjuntoA ⊂ X homeomorfo aY es una retracción deX.

Las retracciones y las retracciones absolutas están relacionadas con propiedades di-
námicas de las funciones continuas sobre los espacios en losque están definidas. Por
ejemplo, si un espacio métricoX tiene la propiedad del punto fijo (cada elemento de
C(X) tiene un punto fijo), entonces cada retracción deX tiene también dicha propiedad.
Las retracciones absolutas están relacionadas con la existencia de aplicaciones univer-
sales (véase [N 92]).
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1.6. La topología métrica de Hausdorff.

Felix Hausdorff ideó un modo de describir la convergencia deconjuntos que es, para
ciertos propósitos, mejor que los métodos usuales al no requerir encontrar un espacio
adecuado de parámetros y una parametrización para los conjuntos. Se trata simplemente
de la definición de una métrica que se aplica a los conjuntos.

Sea (X, d) un espacio métrico y consideremosA y B dos subconjuntos deX. Di-
remos que los conjuntosA y B están adistancia Hausdorffr el uno del otro, si y sólo
si, cada punto deA está a distanciar de algún punto deB, y cada punto deB está a
distanciar de algún punto deA. Esta idea puede materializarse en la definición de una
métrica, llamada métrica de Hausdorff y que denotaremos pordH .

Definición 1.6.1.En las condiciones anteriores siA es un conjunto yr > 0, se define
la bola abierta de radior de A como,

Br(A) = {y : d(x, y) < r para algúnx ∈ A}.

SiA yB son dos conjuntos, la métrica de HausdorffdH , entre ambos es,

dH(A,B) = ı́nf{r : A ⊆ Br(B) yB ⊆ Br(A)},

por convenióınf{∅} = ∞.

Si consideramos adH actuando sobre todos los subconjuntos del espacio métrico
X, ocurre que no define una métrica. De hecho, existen varios problemas que ponemos
de manifiesto a continuación. Por ejemplo, enR, la distancia entre{0} y [0,∞) es
infinita. Por tanto, hemos de restringir el uso dedH a conjutos acotados. Por otro lado,
la distancia entre{0} y ∅ es de nuevo infinita, con lo que tenemos que restringirnos a
usar conjuntos distintos de vacío. Nótemos ahora que la distanciadH entre(0, 1) y [0, 1]

es cero y ambos conjuntos son diferentes. Esto fuerza a restrirgir su uso a conjuntos
cerrados. De hecho, y para los objetivos de esta memoria, aplicaremosdH sobre todos
los subconjuntos compactos y no vacíos deX que denotaremos medianteK(X). Todo
lo anterior y el siguiente resultado pueden verse, por ejemplo, en [E 90].

Teorema 1.6.2.SeaX un espacio métrico (completo). La función de Hausdorff,dH , es
una métrica (completa) sobre el conjuntoK(X).
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Capítulo 2

Describiendo la familiaW(F )

En este capítulo resolveremos el problema (P1), es decir describiremos todos los
conjuntosω-límite, para una aplicación introducida por Kolyada en [Ko92]. De la com-
presión de los mecanismos que rigen la dinámica de tal aplicación, por un lado resolve-
remos el problema (̄P1) propuesto por Balibrea, Reich y Smítal para una familia concre-
ta de conjuntos enI3 (véase [BRS 03]) y por otro, en los capítulos siguientes podremos
realizar construcciones que sirven para la resolución de otros problemas. En concreto,
en el Capítulo 3 presentamos un ejemplo que resuelve (P2) en un caso particular y para
el que el problema (P1) también es solucionado.

2.1. Solución de (P1) para la aplicación de Kolyada

La sección se divide en tres apartados, en el primero de ellosintroducimos la apli-
cación triangular que Kolyada presentó en [Ko 92] y comprobamos que la propiedad
(ii) del Teorema 2.1.2 es extensible a puntos que pertenecena fibras de la formaI 1

2n
, a

continuación describimos completamente la dinámica de cualquier punto del cuadrado
bajo la iteración de la aplicación, para terminar demostrando que el conjuntoω-límite
de cualquier punto deI2\I0 es exactamente la fibraI0.

2.1.1. La aplicación triangular de Kolyada

Se ha comentado anteriormente que en 1992, S.F. Kolyada publica un extenso ar-
tículo donde por vez primera se describen de una manera sistemática las propiedades

17
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dinámico-topológicas de los elementos deC∆(I2). Por su especial morfología aparecen
comportamientos comunes paraC∆(I2) y C(I). Sin embargo, se ponen de manifiesto las
diferencias generadas por la naturaleza bidimensional de las aplicaciones del espacio
C∆(I2). Una de tales diferencias se presenta introduciendo una aplicación triangular con
entropía topológica cero y tal que posee un punto cuyo conjunto ω-límite es infinito y
formado por puntos fijos de la aplicación (véase [Ko 92]). Esta situación no puede dar-
se para las funciones del intervalo, en donde se cumple bajo la anterior premisa que la
entropía topológica es positiva (véase [BC 92]).

Para cada enteroi ∈ {1, 2, ...} consideremos

εi =
1

22i+10
y δi =

1

2i+10
.

En estas condiciones, podemos observar que se verifican las siguientes relaciones:

εi+1 =
1

4
εi, δi+1 =

1

2
δi,

εi
δi+1

δi + δi+1
=

1

3
εi,

δi + δi+1

εi
= 3 · 2i−1.

Para cadai, consideremos las siguientes tres zonas del cuadrado unidad I2:

(a) Zona (*) ≡ [ 1
2i + εi,

1
2i−1 ] × I,

(b) Zona (**) ≡ [ 1
2i + 1

3
εi,

1
2i + εi) × I,

(c) Zona (***) ≡ [ 1
2i ,

1
2i + 1

3
εi) × I.

Definición 2.1.1.La aplicación triangular de Kolyada, es el elementoF ∈ C∆(I2) que
posee como función basef al elemetofε̃ de la familia de funciones base tipo Kolyada
dondeε̃ = {εi}

∞
i=1 = { 1

22i+10 }
∞
i=1, y como función fibrag : I2 → I a la función definida

del siguiente modo:

- Si i es impar:

Si (x, y) ∈ Zona (*), entonces

g(x, y) =

{

y − δi si y ∈ [δi, 1],

0 si y ∈ [0, δi].

Si (x, y) ∈ Zona (**), entonces

g(x, y) =

{

y − δi+δi+1

εi
(x− 1

2i ) + δi+1 si y ∈ [M, 1],

0 si y ∈ [0,M ].

dondeM = δi+δi+1

εi
(x− 1

2i ) − δi+1.
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Si (x, y) ∈ Zona (***), entonces

g(x, y) =

{

y − δi+δi+1

εi
(x− 1

2i ) + δi+1 si y ∈ [0,M ],

1 si y ∈ [M, 1].

dondeM = 1 + δi+δi+1

εi
(x− 1

2i ) − δi+1.

- Si i es par:

Si (x, y) ∈ Zona (*), entonces

g(x, y) =

{

y + δi si y ∈ [0, 1 − δi],

1 si y ∈ [1 − δi, 1].

Si (x, y) ∈ Zona (**), entonces

g(x, y) =

{

y + δi+δi+1

εi
(x− 1

2i ) − δi+1 si y ∈ [0,M ],

1 si y ∈ [M, 1].

dondeM = 1 − δi+δi+1

εi
(x− 1

2i ) + δi+1.

Si (x, y) ∈ Zona (***), entonces

g(x, y) =

{

y + δi+δi+1

εi
(x− 1

2i ) − δi+1 si y ∈ [M, 1],

0 si y ∈ [0,M ].

dondeM = − δi+δi+1

εi
(x− 1

2i ) + δi+1.

Observación 2.1.1.1.Del análisis de la definición, se deduce que el comportamiento
dinámico de las iteradas de un punto(a, b) ∈ I2\I0 en Zona (*)∪ Zona (**) ∪ Zona
(***) para i ∈ {1, 2...} es el siguiente:

(a) En Zona (*) parai hay un decrecimiento fijo entre las iteradas de valorδi si i es
impar y respectivamente un crecimiento fijo sii es par.

(b) En Zona (**) parai hay una disminución gradual del decrecimiento entre las
iteradas deδi a 0 sii es impar y respectivamente un aumento gradual sii es par.

(c) En Zona (***) parai hay un aumento gradual del crecimiento entre las iteradas
de0 a δi+1 si i es impar y respectivamente una disminución sii es par.
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Como se notó anteriormente, esta aplicación posee ciertas peculiaridades dinámi-
cas, incompatibles con lo que ocurre en el caso unidimensional, que se recogen en el
siguiente resultado (véase [Ko 92]).

Teorema 2.1.2.SeaF la aplicación triangular de Kolyada. Entonces se verifican las
siguientes propiedades:

(i) Per(F ) = Fix(F ) = I0,

(ii) ωF (1, 1) = I0. Por tantoωF (1, 1) es infinito y consecuentemente no un ciclo.

Observación 2.1.2.1.A la luz del resultado descrito en el Teorema 2.1.2 y profun-
dizando un poco más en este ejemplo, ponemos de manifiesto queI0 es elω-límite
de cualquier punto de la fibraI1, así como de cualquier punto de la fibraI 1

2n
, para

n ∈ {1, 2, ...}.
En efecto, si tomamos el punto(1, 1

2
) ∈ I1 estaremos en la Zona impar mientras se

cumplan

1

2
+ ε1 =

211 + 1

212
≤

212 − k

212

y

δ1 =
1

211
≤

210 − k

211
,

lo que se traduce en quek ≤ 210 − 1. En esta situación las iteradas son:

F k

(

1,
1

2

)

=

(

212 − k

212
,

210 − k

210

)

, F 210−1

(

1,
1

2

)

=

(

212 − 210 + 1

212
, δ1

)

,

y

F 210

(

1,
1

2

)

=

(

212 − 210

212
, 0

)

.

Pasamos ahora a Zona (*) parai par y estaremos aquí mientras quek ≤ 211 − 1 siendo

F 211−1

(

1,
1

2

)

=

(

1

2
+ ε1, 0

)

y

F 211

(

1,
1

2

)

=

(

1

2
, 0

)

.
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Como(1
2
, 0) ∈ OrbF (1, 1) es claro que

ωF

(

1,
1

2

)

= ωF

(

1

2
, 0

)

= ωF (1, 1) = I0.

Consideremos ahora un punto de la forma(1, 1
2n ) conn un entero positivo. Sin ≥ 11

entonces se tiene1
2n < δ1 y así

F k

(

1,
1

2n

)

=

(

212 − k

212
, 0

)

conk ≤ 211, con lo que la última iterada en esa Zona es

F 211

(

1,
1

2n

)

=

(

1

2
, 0

)

.

De tal modo,

ωF

(

1,
1

2n

)

= ωF

(

1

2
, 0

)

= I0.

Por el contrario, si fuesen ≤ 11 las iteradas del punto se mantienen en Zona (*)
parai impar mientras se tenga

1

2n
− kδ1 ≥ δ1

y
k ≤ 211−n − 1

obteniéndose

F k

(

1,
1

2n

)

=

(

212 − k

212
,

1

2n
− k

1

211

)

,

F 211−n

(

1,
1

2n

)

=

(

1 −
1

2n+1
, 0

)

y por lo tanto

ωF

(

1,
1

2n

)

= I0.

Sea ahora(1, y) ∈ I1. En este casoF k(1, y) =
(

212−k
212 , y2

11−k
211

)

mientras se verifique

k ≤ 211 − 1, permaneciendo así en la Zona (*). De esta forma, comoy211−1 < 211 − 1 y
puesto quey ∈ [0, 1), tenemosF 211−1(1, y) = (1

2
+ε1, 0) y por tantoF 211

(1, y) = (1
2
, 0),

de dondeωF (1, y) = I0 para cualquiery ∈ I.
Podemos decir más todavía:

ωF ( 1
2n , y) = I0 para cada entero positivon y para caday ∈ I.
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En efecto, consideremos la fibraI 1

2

. Estamos en la Zona (*) y en este caso las ite-

raciones acaban en el punto(1
4
, 1) tras212 iteradas. Como( 1

22 , 1) ∈ OrbF (1, 1) es claro
queωF (1

2
, y) = ωF (1, 1) = I0 para todos losy ∈ I. Para la fibraI 1

22
tenemos que

F 213

(

1

22
, y

)

=

(

1

23
, 0

)

∈ OrbF (1, 1)

y de nuevoωF
(

1
22 , y

)

= ωF (1, 1) = I0. En general, se puede calcular fácilmente que

F 210+n+1

(

1

2n
, y

)

=

(

1

2n+1
, 1

)

paran impar,

F 210+n+1

(

1

2n
, y

)

=

(

1

2n+1
, 0

)

paran par,

con lo que es claro queωF ( 1
2n , y) = I0 para todoy ∈ I. Además se tiene, como conse-

cuencia inmediata de los hechosf( 1
2i + εi) = 1

2i y ωF (I 1

2i
) = I0 para cadai ≥ 1, que

ωF (I 1

2i +εi
) = I0 para cadai ≥ 1.

Tras lo antes visto en el Teorema 2.1.2 y en la Observación 2.1.2.1, parece lógico
plantearse ahora la siguiente pregunta: ¿Se verificará la igualdad

ωF (x, y) = I0,

para cualquier(x, y) ∈ I2\I0?.

2.1.2. Análisis de la dinámica de la aplicación de Kolyada

En esta sección presentamos una serie de resultados que describen completamente
la dinámica de la aplicación de Kolyada y que nos permitirán contestar afirmativamente
a la cuestión suscitada en la observación anterior (véase [BGM 01]). A lo largo de ella,
medianteF seguimos denotando a la aplicación triangular de Kolyada presentada en la
Definición 2.1.1. Además,εi = 1

22i+10 , δi = 1
2i+10 y porE(·) denotamos a la función

parte entera.

Lema 2.1.3. Sea(a, b) ∈ I2\I0. Existenn0, entero no negativo, ei0 ≥ 1 tales que
F n0(a, b) ∈ Zona (**) ∪ (***) para i0.

Demostración.Seai0 el entero positivo tal que(a, b) pertenece a la unión de las Zonas
(*), (**) y (***) para i0. Entonces, tenemos varias situaciones:

(a) Si(a, b) ∈ Zona (**) ∪(***) para i0 el resultado es obvio tomandon0 = 0.
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(b) Si(a, b) ∈ Zona(∗) parai0, se consideral = a−
(

1
2i0

− εi0
)

la distancia del punto
a al final de la Zona (*) parai0. Así l > 0, ya que el punto(a, b) /∈ Zona(∗∗) ∪

(∗ ∗ ∗) parai0.

Sean1 = E

(

a−( 1

2
i0

+εi0
)

εi0

)

. Comof(x) = x − εi0 si x ∈ Zona (∗) parai0,

iterandon1 veces tenemos

0 ≤ fn1(a) −

(

1

2i0
+ εi0

)

< εi0 ,

luego tomandon0 := n1 + 1 obtenemos

fn0(a) −

(

1

2i0
+ εi0

)

= fn1(a) − εi0 −

(

1

2i0
+ εi0

)

< εi0 − εi0 = 0. (2.1)

Por otro lado,

fn0(a) −
1

2i0
= fn1(a) − εi0 −

1

2i0
= fn1(a) −

(

a− ( 1
2i0

+ εi0)

εi0

)

≥ 0. (2.2)

De (2.1) y (2.2) se sigue

fn0(a) ∈

[

1

2i0
,

1

2i0
+ εi0

)

⇒ F n0(a, b) ∈ Zona(∗∗) ∪ (∗ ∗ ∗) parai0,

finalizando así la prueba.

Lema 2.1.4.Para cada entero positivoi, si (a, b) ∈
[

1
2i ,

1
2i + εi

)

× I, entonces

F (a, b) ∈

[

1

2i
− εi+1,

1

2i

)

× I.

Demostración.Para probar el resultado es suficiente garantizar la pertenencia def(a)

a
[

1
2i − εi+1,

1
2i

)

. En efecto, comoa ∈
[

1
2i ,

1
2i + εi

)

, entonces parametrizamos el punto
a de la formaa = 1

2i + tεi con0 ≤ t < 1. Por la definición de la función basef (véase
Definición 2.1.1), deducimos que

f(a) = f( 1
2i + tεi) = (t− 1)εi+1 + 1

2i =

{

1
2i − εi+1 si t = 0,
1
2i si t→ 1,

lo que nos daf(a) ∈
[

1
2i − εi+1,

1
2i

)

, finalizando la prueba.

Para cada enteroi ≥ 1 introducimos los siguientes dos conjuntos:

(i) A1
i =

[

1
2i ,

1
2i + εi

)

× [0, δi],
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(ii) A2
i =

[

1
2i ,

1
2i + εi

)

× [1 − δi, 1].

Observación 2.1.4.1.En lo que sigue y cuando el espacio seaIn, conn entero positivo,
se usarád(·, ·) en dos sentidos. Por un lado, como la distancia euclídea enIn, esto es,
d((ai)

n
i=1, (bi)

n
i=1) =

√
∑n

i=1(ai − bi)2. Por otro lado, como la distancia euclídea enIn

entre puntos y conjuntos, esto es,d((ai)
n
i=1, B) = ı́nf{d((ai)

n
i=1, (bi)

n
i=1) : (bi)

n
i=1 ∈ B},

B ⊂ In.

Lema 2.1.5.Para cada entero positivoi, si (a, b) ∈
[

1
2i − εi+1,

1
2i

)

× I, entonces

F 2i+11−1(a, b) ∈

{

A1
i+1 si i es par,

A2
i+1 si i es impar.

Demostración.Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, quei es impar. El caso
i par es análogo. Sea(a, b) un punto en el conjunto

[

1
2i − εi+1,

1
2i

)

× I. Entoncesa =
1
2i − tεi+1 con0 < t ≤ 1. Seam = E

(

b
δi+1

)

. Entoncesb = (m+ s)δi+1 con0 ≤ s < 1

y 0 ≤ m ≤ 2i+11. Por tanto,(a, b) es:

(a, b) =

(

1

2i
− tεi+1, (m+ s)δi+1

)

, donde















0 < t ≤ 1,

0 ≤ s < 1,

0 ≤ m ≤ 2i+11.

Estudiemos cada coordenada por separado.

(a) Primera coordenada. Calculamos

d(
1

2i
− εi+1,

1

2i+1
+ εi+1) =

1

2i
− εi+1 − (

1

2i+1
+ εi+1) = (2i+11 − 2)εi+1.

Comoa ∈
[

1
2i − εi+1,

1
2i

)

, entonces

d

(

a,
1

2i
+ εi+1

)

≥ d

(

1

2i
− εi+1,

1

2i+1
+ εi+1

)

= (2i+11 − 2)εi+1

y, por tanto, se sigue quefn(a) ∈
[

1
2i ,

1
2i + εi+1

)

paran ∈ {0, ..., 2i+11 − 2}

(véase Definición 2.1.1).

En particular,f 2i+11−2(a) ∈
[

1
2i ,

1
2i + εi+1

)

y esto nos permite calcular

f 2i+11−1(a) = f(f 2i+11−2(a)) =
1

2i
− (t+ 2i+11 − 1)εi+1.

Ahora, investigamos dónde caef 2i+11−1(a). Como0 < t ≤ 1 obtenemos

1

2i
−

1

2i+1
≤

1

2i
− (t+ 2i+11 − 1)εi+1 <

1

2i
−

1

2i+1
+ εi+1.
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Esto implica que
1

2i+1
≤ f 2i+11−1(a) <

1

2i+1
+ εi

y finalmente se concluye que

f 2i+11−1(a) ∈

[

1

2i+1
,

1

2i+1
+ εi+1

)

.

(b) Segunda coordenada. Supongamos quem = 2i+11. En este casob = 1 y

F 2i+11−1(a, b) = F 2i+11−1(a, 1) ∈

[

1

2i+1
,

1

2i+1
+ εi+1

)

× {1} ⊂ A2
i+1

ya queg(x, 1) = 1 si (x, 1) ∈ Zona (*) parai+ 1.

Teniendo esto en cuenta, en el resto de la prueba consideraremos que el entero
m 6= 2i+11. Probaremos queπ2(F

2i+11−1(a, b)) ∈ [1 − δi+1, 1], dondeπ2 : I2 → I
denota la proyección canónica en la segunda coordenada. En efecto, como0 ≤

s < 1 tenemos la siguiente desigualdad:

(2i+11 −m− 1)δi+1 < (2i+11 −m− s)δi+1 ≤ (2i+11 −m)δi+1. (2.3)

Consideremos dos posibles situaciones:

(b1) Sim = 2i+11 − 1, entonces

0 < d((a, b), I × {1}) = 1 − b = (1 − s)δi+1 ≤ δi+1.

Por tanto,b ∈ [1 − δi+1, 1) ⊂ [1 − δi+1, 1].

En esta situación, por definición deg, sabemos queπ2(F
n(a, b)) = 1 cuando

n ∈ {1, ..., 2i+11 − 1} y así, obtenemos

π2(F
2i+11−1(a, b)) = 1 ∈ [1 − δi+1, 1].

(b2) Si 0 ≤ m < 2i+11 − 1, entonces1 − b = (2i+11 −m− s)δi+1, por lo que

b+ (2i+11 −m− s)δi+1 = 1. (2.4)

Por (2.3) y (2.4) deducimos

b+ (2i+11 −m− 2)δi+1 < b+ (2i+11 −m− s)δi+1 − δi+1 = 1 − δi+1,

de donde

b+ nδi+1 < 1 − δi+1 para todon ∈ {0, ..., 2i+11 −m− 2}. (2.5)
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En esta situación, comom < 2i+11 − 1 y m es entero, se tiene quem ≤

2i+11 − 2. Así, usando el hecho2i+11 − 2 − m ≥ 0 y (2.5) sabemos, por
la definición de la funcióng, queπ2(F

n(a, b)) = b + nδi+1 cuandon ∈

{0, ..., 2i+11 −m− 2}. En particular,

π2(F
2i+11−m−2(a, b)) = 1 − (2 − s)δi+1.

Comoπ2(F
2i+11−m−2(a, b)) < 1 − δi+1, podemos asegurar entonces que

π2(F
2i+11−m−1(a, b)) = π2(F (F 2i+11−m−2(a, b))) = 1 − (1 − s)δi+1.

Observando que0 ≤ s < 1, es1 − δi+1 ≤ 1 − (1 − s)δi+1 < 1, y por tanto
concluimos que1− δi+1 ≤ π2(F

2i+11m−1(a, b)) < 1. Según la definición de
la funcióng, obtenemos

π2(F
2i+11−1(a, b)) =

{

α ∈ [1 − δi+1, 1] sim = 0,

1 si 0 < m < 2i+11 − 1.

Como consecuencia, de (a) y (b) se sigueF 2i+11−1(a, b) ∈ A2
i+1.

Corolario 2.1.5.1. Sean(a, b) ∈ I2\I0 e i0 el entero positivo que proporciona el Le-
ma 2.1.3. Entonces, para cadak ∈ {1, 2, ...} existen iteradas de(a, b) por F en los
conjuntosA1

i0+k yA2
i0+k.

Demostración.Sea(a, b) ∈ I2\I0. Por el Lema 2.1.3 existeni0 ≥ 1 y n0 ≥ 0 tales que
F n0(a, b) ∈ Zona (**) ∪ (***) para i0. En esta situación, el Lema 2.1.4 garantiza que

F n0+1(a, b) ∈

[

1

2i0
− εi0+1,

1

2i0

)

× I.

Aplicamos ahora el Lema 2.1.5 al puntoF n0+1(a, b) y obtenemos que

F 2i0+11+n0(a, b) ∈ A2
i0+1

si i0 es impar, mientras queF 2i0+11+n0(a, b) ∈ A1
i0+1 si i0 es par.

ComoA2
i0+1 y A1

i0+1 están contenidos en Zona (**)∪ (***) para i0 + 1, por el Lema
2.1.4 es

F 2i0+11+n0+1(a, b) ∈

[

1

2i0+1
− εi0+2,

1

2i0+1

)

× I.

En este caso, aplicamos nuevamente el Lema 2.1.5 aF 2i0+11+n0+1(a, b) y obtenemos
queF 2i0+11+2i0+12+n0(a, b) ∈ A1

i0+2 si i0 es impar. Procediendo análogamente, se ob-
tieneF 2i0+11+2i0+12+n0(a, b) ∈ A2

i0+2 si i0 es par. Por tanto, usando recurrentemente
el mismo argumento obtenemos iteradas de(a, b) en los conjuntosA1

i0+k y A2
i0+k

para
k ∈ {1, 2, ...}.
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Lema 2.1.6.Seanα ∈ A2
i y β ∈ A1

i . Entonces se verifica:

(i) d(F (α), {(x, 1) : x ∈ I}) ≤ δi + δi+1 si i par.

(ii) d(F (β), {(x, 0) : x ∈ I}) ≤ δi + δi+1 si i impar.

Demostración.La prueba de las dos anteriores propiedades es análoga, por lo que nos
centramos en establecer(i). Seai un entero par y consideremos un elementoα =

(a, b) ∈ A2
i . En tal caso,(a, b) se expresa de la forma

(a, b) =

(

1

2i
+ tεi, 1 − sδi

)

donde

{

0 ≤ t < 1,

0 ≤ s ≤ 1.

Distinguimos dos posibles situaciones:

(a)
1

3
≤ t < 1. Entonces(a, b) está en Zona (**) parai y por tanto es claro que

a− 1
2i ≥

1
3
εi, de donde

δi + δi+1

εi
(a−

1

2i
) − δi+1 ≥

δi + δi+1

εi

1

3
εi − δi+1 = 0 (2.6)

Ahora, por (2.6) establecemos queb +
(

δi+δi+1

εi
(a− 1

2i ) − δi+1

)

≥ b, de donde
por la Definición 2.1.1 tenemos que

g(a, b) =







b+
(

δi+δi+1

εi
(a− 1

2i ) − δi+1

)

≥ b si b ∈ [0,M ],

1 si b ∈ [M, 1].

Comob ∈ [1 − δi, 1], entoncesg(a, b) ≥ 1 − δi y podemos deducir que

d(F (a, b), {(x, 1) : x ∈ I}) < δi + δi+1

para cada(a, b) ∈ A2
i que cumplaa = 1

2i + tεi, donde1
3
≤ t < 1.

(b) 0 ≤ t <
1

3
. Ahora, el punto(a, b) está en Zona (***) parai. Entonces

M = −
δi + δi+1

εi
(a−

1

2i
) + δi+1 = (1 − 3t)δi+1. (2.7)

Por (2.7) y de0 ≤ t < 1
3

se sigue queM ≤ δi+1.

Por otro lado, como(a, b) ∈ A2
i , es cierto queb ≥ 1−δi = 1−2δi+1. Es fácil notar

que1 − 2δi+1 = 1 − 2
2i+11 = 2i+11−2

2i+11 > 1
2i+11 = δi+1 y por tantob ≥ δi+1 ≥ M ,
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es decir,b ∈ [M, 1]. Usando la parte adecuada de la definición deg, obtenemos
g(a, b) = 1 − (2s+ 1 − 3t)δi+1. Ahora, se verifica que

{

1 − (2s+ 1 − 3t)δi+1 : 0 ≤ t <
1

3
, 0 ≤ s ≤ 1

}

es una expresión que alcanza su mínimo cuando la expresión
{

(2s+ 1 − 3t)δi+1 : 0 ≤ t <
1

3
, 0 ≤ s ≤ 1

}

alcanza su máximo, y tal valor se alcanza paras = 1 y t = 0. Así obtenemos, por
la definición deg, queg(a, b) = 1−(2s+1−3t)δi+1 ≥ 1−3δi+1 = 1−(δi+δi+1) y
como consecuenciad(F (a, b), {(x, 1) : x ∈ I}) ≤ δi + δi+1 para cada(a, b) ∈ A2

i

tal quea = 1
2i + tεi, con0 ≤ t < 1

3
.

Combinando los resultados que hemos alcanzado en (a) y (b) seobtiene(i) y por lo
dicho antes concluimos la prueba.

2.1.3. Resolución de (P1) para la aplicación de Kolyada

Tras de describir minuciosamente la dinámica de la aplicación de Kolyada, pasamos
a contestar afirmativamente la cuestión antes planteada.

Teorema 2.1.7.La aplicación triangularF definida enI2 e introducida en la Definición
2.1.1, satisface la siguiente propiedad:

ωF (a, b) = I0 para todo(a, b) ∈ I2\I0, dondeI0 = Per(F ) = Fix(F ). (2.8)

Demostración.El hecho de queI0 = Per(F ) = Fix(F ) se sigue del apartado(i) del
Teorema 2.1.2. Po otro lado, sea(a, b) un punto enI2\I0. Fijamos(0, c) ∈ I0 y ε > 0.
Seai0 el entero positivo tal que el punto(a, b) ∈ Zona (*) ∪ Zona (**) ∪ Zona (***)
parai0 y supongamos, sin pérdida de generalidad, quei0 es impar, el casoi0 par es
análogo.

Dadoε > 0, seai2 = máx{i0 + 2, i1} dondei1 es un entero positivo impar verifi-

cando la propiedad
√

9+222

22i1+20 < ε. Según el Corolario 2.1.5.1, la elección dei2 garantiza

la existencia de una iterada del punto(a, b) enA2
i2−1. Entonces, por el Lema 2.1.6, la

distancia entre el conjunto{(x, 1) : x ∈ I} y la primera iterada del punto(a, b) en Zona
(*) ∪ Zona (**) ∪ Zona (***) parai2 es menor o igual queδi2 + δi2−1.

Por otro lado, la distancia en altura entre dos iteradas consecutivas de(a, b) en Zona
(*) ∪ Zona (**) ∪ Zona (***) para i2 es menor o igual queδi2 , y la última iterada de
(a, b) en Zona (*)∪ Zona (**) ∪ Zona (***) para i2 está enA1

i2
, ya que el Lema 2.1.5
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asegura la existencia de una iterada enA1
i2
⊂ Zona (**) ∪ Zona (***) parai2 y el Lema

2.1.4 garantiza que existe sólo una iterada(a, b) en Zona (**)∪ Zona (***) parai2.
Sea(α, β) una iterada de(a, b) en Zona (*)∪ Zona (**) ∪ Zona (***) para i2 tal

que verifiqued(β, c) ≤ δi2 + δi2−1. Como el punto(α, β) pertenece a Zona (*)∪ Zona
(**) ∪ Zona (***) parai2, entoncesα ≤ 1

2i2−1 . Calculamos la siguiente distancia:

0 < d((α, β), (0, c)) =
√

α2 + (β − c)2 ≤

√

(

1

2i2−1

)2

+ (δi2 + δi2−1)2

=

√

1

22i2−2
+

(

1

2i2+10
+

1

2i2+9

)2

=

√

9 + 222

22i2+20

≤

√

9 + 222

22i1+20
< ε.

Por tantoωF (a, b) = I0 para cada punto(a, b) ∈ I2\I0.

Corolario 2.1.7.1. Para la aplicación triangularF definida enI2 e introducida en la
Definición 2.1.1, describimos exactamente la familiaW(F ):

W(F ) = I0 ∪ {(0, c)}c∈I.

Esto resuelve el problema (P1), planteado en la Introducción, para la aplicación
triangular de Kolyada definida enI2.

Observación 2.1.7.1.Finalmente, no es difícil notar que con la propiedad (2.8) obtenida
para la aplicación triangular de Kolyada, podemos construir aplicaciones en el cubon-
dimensionalIn, usando la aplicación identidad en(n−2) coordenadas, de tal forma que
los conjuntosω-límite de todos sus puntos, excepto los de una cara del hipercubo, son
infinitos y formados por puntos fijos.

Nota 2.1.8. El resultado anterior obtenido para la aplicación de Kolyada, implica un
comportamiento dinámico sencillo y regular. Esto es sorprendente ya que, por un lado,
esta transformación bidimensional satisface una propiedad (posee un conjuntoω-límite
infinito conteniendo un punto fijo) que en el caso unidimensional implica entropía topo-
lógica positiva, y por ende, complejidad. Y por otro, como consecuencia de su aparatosa
definición la aplicación ha sido a veces calificada de“caótica”, en el sentido de poseer
un comportamiento dinámico complejo. Por ejemplo, en [A 94]se afirma que el conjun-
to de los puntosno-errantes, Ω(F ), de la aplicaciónF es diferente del conjunto de los
puntos periódicos (se tiene quex ∈ Ω(F ) si para cada entornoU(x), existe un entero
positivon tal queF n(U) ∩ U 6= ∅). Es obvio, tras el análisis de la dinámica realizado
en la Sección 2.1.2, queΩ(F ) = Per(F )(= Fix(F )).
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Recientemente, véase [KST 04], como aplicación de las técnicas usadas para es-
tudiar la minimalidad en sistemas dinámicos no autónomos seobtiene un ejemplo de
una aplicación triangular cumpliendo la misma propiedad deuniformidad dinámica que
hemos descrito para la aplicación de Kolyada.

2.2. Solución de (̄P1) para un elemento deC∆(I3)

A la luz de la interesante propiedad de uniformidad dinámicaque presentan los
puntos deI2 bajo la iteración de la aplicación de Kolyada, en el año 2003,Balibrea,
Reich y Smítal (véase [BRS 03]) plantearon el siguiente problema:

Encontrar un elementoF ∈ C∆(I3) satisfaciendo que todos los puntos del cubo,
excepto aquellos de una de sus caras, que podemos suponer sinpérdida de generalidad
I2
0 = {0} × I2, tienen como mismo conjuntoω-límite aI2

0 , conjunto que está formado
por puntos fijos.

Naturalmente, porC∆(I3) denotaremos a las aplicaciones triangulares definidas en
el cubo unidad, es decir, transformaciones continuas del espacioI3 en sí mismo de la
forma(x, y, z) → (f(x), g(x, y), h(x, y, z)).

Hemos de hacer hincapié en que este problema consiste en la resolución de la si-
tuación recíproca del problema (P1), al que llamaremos problema (P̄1). En este caso
tenemos completamente descrito el conjuntoW y hemos de encontrar un endomorfis-
moF tal queW(F ) = W. Se pretende encontrar en dimensión mayor de 2 un elemento
con las mismas propiedades dinámicas que la aplicación triangular de Kolyada.

El modo de resolución del problema que presentaremos a continuación es cons-
tructivo, es decir, definiremos explícitamente la aplicación triangular deI3 que posee tal
comportamiento dinámico (véase [BGM 03]). De manera independiente y con una apro-
ximación completamente diferente, P. Šindelarova lo resuelve de manera no constructi-
va, es decir, no obtiene una definición explícita de la aplicación sino que la construye
vía resultados generales de extensión de funciones continuas (véase [S 03]).

2.2.1. Construcción de la aplicación triangular enI3

Seai ≥ 1 un entero. Consideremos los siguientes valores,

εi =
1

23i+10
, δi =

1

22i+10
, βi =

1

2i+10

y el intervalo[ 1
2i ,

1
2i−1 ]. Ahora, dividamos el anterior intervalo en2i subintervalos de la

misma longitud, 1
22i = 2i+10εi, que llamaremos respectivamente

Bi,j =

[

1

2i
+ (2i − j)2i+10εi,

1

2i
+ (2i − j + 1)2i+10εi

]

,
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dondej ∈ {1, ..., 2i}. De nuevo, dividimos cadaBi,j en tres nuevos subintervalos que
llamaremos respectivamenteB1

i,j, B
2
i,j andB3

i,j:

(1) B1
i,j =

[

1
2i + (2i − j)2i+10εi + εi,

1
2i + (2i − j + 1)2i+10εi

]

,

(2) B2
i,j =

[

1
2i + (2i − j)2i+10εi + εi

βi+1

βi+βi+1
, 1

2i + (2i − j)2i+10εi + εi

)

,

(3) B3
i,j =

[

1
2i + (2i − j)2i+10εi,

1
2i + (2i − j)2i+10εi + εi

βi+1

βi+βi+1

)

.

En estas condiciones, consideremos las siguientes zonas deI3:

(4) Ci,j = Bi,j × I2,

(5) Ck
i,j = Bk

i,j × I2 dondek ∈ {1, 2, 3}.

Es fácil notar queCi,j = C1
i,j ∪ C

2
i,j ∪ C

3
i,j.

Definición 2.2.1. Introducimos la aplicación triangular deI3

F (x, y, z) = (f(x), g(x, y), h(x, z)),

donde
(A) f : I → I es la función base tipo Kolyada para los valoresε̃ = {εi}

∞
i=1 =

{ 1
23i+10}

∞
i=1.

(B) g : I2 → I es la aplicación definida del siguiente modo:

(b1) Si i es impar:

Si (x, y, z) ∈

(

2i−1
⋃

j=1

Ci,j

)

∪ C1
i,2i, entonces

g(x, y) =

{

y − δi si y ∈ [δi, 1],

0 si y ∈ [0, δi].

Si (x, y, z) ∈ C2
i,2i, entonces

g(x, y) =

{

y − (βi+βi+1)δi
βiεi

(x− 1
2i ) + βi+1δi

βi
si y ∈ [M, 1],

0 si y ∈ [0,M ].

dondeM = (βi+βi+1)δi
βiεi

(x− 1
2i ) −

βi+1δi
βi

.
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Si (x, y, z) ∈ C3
i,2i, entonces

g(x, y) =

{

y − (βi+βi+1)δi+1

βi+1εi
(x− 1

2i ) + δi+1 si y ∈ [0,M ],

1 si y ∈ [M, 1].

dondeM = 1 + (βi+βi+1)δi+1

βi+1εi
(x− 1

2i ) − δi+1.

(b2) Si i es par:

Si (x, y, z) ∈

(

2i−1
⋃

j=1

Ci,j

)

∪ C1
i,2i, entonces

g(x, y) =

{

y + δi si y ∈ [0, 1 − δi],

1 si y ∈ [1 − δi, 1].

Si (x, y, z) ∈ C2
i,2i, entonces

g(x, y) =

{

y + (βi+βi+1)δi
βiεi

(x− 1
2i ) −

βi+1δi
βi

si y ∈ [0,M ],

1 si y ∈ [M, 1].

dondeM = 1 − (βi+βi+1)δi
βiεi

(x− 1
2i ) + βi+1δi

βi
.

Si (x, y, z) ∈ C3
i,2i, entonces

g(x, y) =

{

y + (βi+βi+1)δi+1

βi+1εi
(x− 1

2i ) − δi+1 si y ∈ [M, 1],

0 si y ∈ [0,M ].

dondeM = − (βi+βi+1)δi+1

βi+1εi
(x− 1

2i ) + δi+1.

(C) h : I2 → I

(c1) Si j es impar:

Si (x, y, z) ∈ C1
i,j, entonces

h(x, z) =

{

z − βi si z ∈ [βi, 1],

0 si z ∈ [0, βi].

Si (x, y, z) ∈ C2
i,j, entonces

h(x, z) =

{

z − βi+βi+1

εi

(

x− ( 1
2i + (2i − j)2i+10εi)

)

+ βi+1 si z ∈ [M, 1],

0 si z ∈ [0,M ].

dondeM = βi+βi+1

εi

(

x− ( 1
2i + (2i − j)2i+10εi)

)

− βi+1.
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Si (x, y, z) ∈ C3
i,j , entonces

h(x, z) =

{

z − βi(βi+βi+1)
βi+1εi

(

x− ( 1
2i + (2i − j)2i+10εi)

)

+ βi si z ∈ [0,M ],

1 si y ∈ [M, 1].

dondeM = 1 + βi(βi+βi+1)
βi+1εi

(

x− ( 1
2i + (2i − j)2i+10εi)

)

− βi.

(c2) Si j es par:

(c2,1) Si j = 2i:

Si (x, y, z) ∈ C1
i,2i, entonces

h(x, z) =

{

z + βi si z ∈ [0, 1 − βi],

1 si z ∈ [1 − βi, 1].

Si (x, y, z) ∈ C2
i,2i , entonces

h(x, z) =

{

z + βi+βi+1

εi
(x− 1

2i ) − βi+1 si z ∈ [0,M ],

1 si z ∈ [M, 1].

dondeM = 1 − βi+βi+1

εi
(x− 1

2i ) + βi+1.

Si (x, y, z) ∈ C3
i,2i, entonces

h(x, z) =

{

z + βi+βi+1

εi
(x− 1

2i ) − βi+1 si z ∈ [M, 1],

0 si z ∈ [0,M ].

dondeM = −βi+βi+1

εi
(x− 1

2i ) + βi+1.

(c2,2) Si j 6= 2i:

Si (x, y, z) ∈ C1
i,j, entonces

h(x, z) =

{

z + βi si z ∈ [0, 1 − βi],

1 si z ∈ [1 − βi, 1].

Si (x, y, z) ∈ C2
i,j, entonces

h(x, z) =

{

z + ri,j(x) si z ∈ [0,M ],

1 si z ∈ [M, 1].

donderi,j(x) = βi+βi+1

εi

(

x− ( 1
2i + (2i − j)2i+10εi)

)

− βi+1 y
M = 1 − ri,j(x) .
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Si (x, y) ∈ C3
i,j, entonces

h(x, z) =

{

z + si,j(x) si z ∈ [M, 1],

0 si z ∈ [0,M ].

dondesi,j(x) = βi(βi+βi+1)
βi+1εi

(

x− ( 1
2i + (2i − j)2i+10εi)

)

− βi y
M = −si,j(x) .

Observación 2.2.1.1.El comportamiento dinámico de la aplicación triangularF defini-
da anteriormente puede resumirse como sigue (la prueba rigurosa se dará en la siguiente
sección). Por un lado, no es difícil notar que el conjunto de puntos fijos deF es exac-
tamente la caraI2

0 . Por otro lado, dado un punto(a, b, c) ∈ I3\I2
0 el comportamiento de

las segundas y terceras coordenadas de sus iteradas medianteF en la zonaCi,j donde
i ≥ 1 y 1 ≤ j ≤ 2i, es el siguiente (véase también la Figura 2.1):

(a) Segunda coordenada.(Supondremos sin pérdida de generalidad quei es par, el
casoi impar es análogo cambiando la tendencia de crecimiento y usando I ×

{0} × I en lugar deI × {1} × I.)

(a1) Zona





2i−1
⋃

j=1

Ci,j



 ∪ C1
i,2i. Si una iterada de(a, b, c) medianteF vive en

esta zona existe, entre cada dos iteradas consecutivas hasta alcanzarI ×

{1} × I, un incremento fijo de valorδi para las segundas coordenadas. Si
I × {1} × I es alcanzada, las iteradas permanecen allí hasta el final de la
zona.

(a2) ZonaC2
i,2i. Si una iterada de(a, b, c) medianteF vive en esta zona, la se-

gunda coordenada de su imagen porF sufre un incremento de valorγ ∈

[0, δi). Además, este incrementoγ es más pequeño conforme la iterada ini-
cial está más cerca de{ 1

2i + βi+1

βi+βi+1
εi} × I2.

(a3) ZonaC3
i,2i. Si una iterada de(a, b, c) medianteF vive en esta zona, la

segunda coordenada de su imagen porF sufre un decrecimiento de valor
γ′ ∈ (0, δi+1]. Además, este decrecimientoγ′ es más grande conforme la
iterada inicial está más cerca de{ 1

2i} × I2.

(b) Tercera coordenada.(Supondremos sin pérdida de generalidad quej es par y para
i no hay restricciones, el casoj impar es análogo cambiando la tendencia de
crecimiento y usandoI2 × {0} en lugar deI2 × {1}.)
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(b1) ZonaC1
i,j. Si una iterada de(a, b, c) medianteF vive en esta zona existe,

entre cada dos iteradas consecutivas hasta alcanzarI2 × {1}, un incremento
fijo de valorβi. Si I2 × {1} es alcanzada, las iteradas permanecen allí hasta
el final de la zona.

(b2) ZonaC2
i,j. Si una iterada de(a, b, c) medianteF vive en esta zona, la terce-

ra coordenada de su imagen porF sufre un incremento de valorζ ∈ [0, βi).
Además, este incrementoζ es más pequeño conforme la iterada incial está
más cerca de{ 1

2i + (2i − j)2i+10εi} × I2.

(b3) ZonaC3
i,j. En esta situación consideraremos dos posibilidades:

(b3,1) Casoj 6= 2i. Si una iterada de(a, b, c) medianteF vive en esta zona, la
tercera coordenada de su imagen porF sufre un decrecimiento de valor
ζ ′ ∈ (0, βi]. Además, este decrecimientoζ ′ es más grande conforme la
iterada inicial está más cerca de{ 1

2i + (2i − j)2i+10εi} × I2.

(b3,2) Casoj = 2i. Si una iterada de(a, b, c) medianteF vive en esta zona, la
tercera coordenada de su imagen porF sufre un decrecimiento de valor
ζ ′ ∈ (0, βi+1]. Además, este decrecimientoζ ′ es más grande conforme
la iterada incial está más cerca de{ 1

2i} × I2.

Con el fin de entender mejor el comportamiento deF , en la Figura 2.1 puede obser-
varse el movimiento de las iteradas del punto(1, 1, 1) mediante la acción deF en las
primeras zonas del cubo.

Nota 2.2.2. En lo que respecta a la Figura 2.1, para cada entero positivoi, las itera-
das de(1, 1, 1) en zona

[

1
2i ,

1
2i−1

]

× I2 pueden pensarse como el moviento a través de
una cierta“poligonal discreta” que se compone de2i “segmentos”. Tales segmentos (es
decir, la proyección de sus segundas y terceras coordenadasrespectivamente) recorren
simultaneamente el intervaloI en la dirección de los ejes OY y OZ. Cuandoi → ∞, la
poligonal es asintóticamente densa enI2

0 . El resto de puntos deI3\I2
0 tienen un compor-

tamiento similar.

2.2.2. Análisis de la dinámica

En esta sección estudiaremos el comportamiento dinámico detodos los puntos con-
tenidos en las diferentes zonas del cubo, anteriormente definidas, bajo la iteración de
aplicaciónF introducida en la Definición 2.2.1. Al igual que en la secciónanterior,
medianteE(·) denotaremos a la función parte entera.

Lema 2.2.3. Sea(a, b, c) ∈ I3\I2
0 . Entonces existen enteros no negativosn0, i0 y j0

(i0, j0 ≥ 1) tales queF n0(a, b, c) ∈ C2
i0,j0

∪ C3
i0,j0

.
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Figura 2.1: Cubo

Demostración.Seani0 y j0 los enteros positivos tales que(a, b, c) ∈ Ci0,j0. Si el punto
(a, b, c) ∈ C2

i0,j0
∪C3

i0,j0
, entonces el resultado se sigue inmediatamente tomandon0 = 0.

Por tanto, en el resto de la prueba podemos considerar que(a, b, c) ∈ C1
i0,j0

. Seal =

a −
(

1
2i0

+ (2i0 − j0)2
i0+10εi0 + εi0

)

la distancia entre el punto(a, b, c) y el conjunto
{

1
2i0

+ (2i0 − j0)2
i0+10εi0 + εi0

}

× I2. Evidentemente,l ≥ 0 ya que(a, b, c) /∈ C2
i0,j0

∪

C3
i0,j0

. Sean1 = E( l
εi0

). Por definición,f(x) = x − εi0 cuandox ∈ B1
i0,j0

. Entonces,
después den1 iteraciones se tiene

0 ≤ fn1(a) −

(

1

2i0
+ (2i0 − j0)2

i0+10εi0 + εi0

)

< εi0. (2.9)

Sean0 := n1 + 1. Entonces usando (2.9) obtenemos, por un lado

fn0(a) −

(

1

2i0
+ (2i0 − j0)2

i0+10εi0 + εi0

)

=

fn1(a) − εi0 −

(

1

2i0
+ (2i0 − j0)2

i0+10εi0 + εi0

)

< εi0 − εi0 = 0,

(2.10)
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y por otro lado

fn0(a) −

(

1

2i0
+ (2i0 − j0)2

i0+10εi0

)

=

fn1(a) − εi0 −

(

1

2i0
+ (2i0 − j0)2

i0+10εi0

)

≥ 0.

(2.11)

De (2.10) y (2.11) se deduce quefn0(a) ∈ B2
i0,j0

∪ B3
i0,j0

, de donde se obtiene que
F n0(a, b, c) pertenece aC2

i0,j0
∪ C3

i0,j0
.

Para cada par de enteros positivosi y 1 ≤ j < 2i, introducimos el siguiente interva-
lo:

∆i,j =

[

1

2i
+ (2i − j)2i+10εi − εi,

1

2i
+ (2i − j)2i+10εi

)

.

Lema 2.2.4.Seani y j enteros positivos. Si(a, b, c) ∈ C2
i,j∪C

3
i,j , entonces las siguientes

propiedades se satisfacen:

(a) si j = 2i, entoncesF (a, b, c) ∈
[

1
2i − εi+1,

1
2i

)

× I2,

(b) si1 ≤ j < 2i, entoncesF (a, b, c) ∈ ∆i,j × I2.

Demostración.Sea(a, b, c) ∈ C2
i,2i ∪ C3

i,2i. Entoncesa ∈
[

1
2i ,

1
2i + εi

)

y por tanto
a = 1

2i + tεi donde0 ≤ t < 1. De la definición de la funciónf , se deduce que

f(a) = f(
1

2i
+ tεi) = (t− 1)εi+1 +

1

2i
=

{

1
2i − εi+1 si t = 0,
1
2i si t→ 1.

lo que garantiza quef(a) ∈
[

1
2i − εi+1,

1
2i

)

y por tantoF (a, b, c) ∈
[

1
2i − εi+1,

1
2i

)

× I2

finalizando la prueba de (a). Para establecer (b), consideremos un punto(a, b, c) ∈ C2
i,j∪

C3
i,j ⊂

[

1
2i + εi,

1
2i−1

]

con1 ≤ j < 2i. Así, el puntoa pertenece al conjunto∆i,j + {εi}.
Entonces, por la definición def se tienef(a) = a − εi ∈ ∆i,j y por consiguiente
F (a, b, c) ∈ ∆i,j × I2, finalizando la prueba.

Para cada par de enteros positivosi y 1 ≤ j ≤ 2i, introducimos los siguientes
conjuntos:

Ai,j =

{

∆′
i,j × I × [0, βi] si j es impar,

∆′
i,j × I × [1 − βi, 1] si j es par,

donde∆′
i,j = B3

i,j ∪ B
2
i,j =

[

1
2i + (2i − j)2i+10εi,

1
2i + (2i − j)2i+10εi + εi

)

.

Lema 2.2.5.Seani y j enteros positivos. Las siguientes propiedades se satisfacen:
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(a) si (a, b, c) ∈ ∆i,j × I2 donde1 ≤ j < 2i, entoncesF 2i+10−1(a, b, c) ∈ Ai,j+1,

(b) si (a, b, c) ∈
[

1
2i − εi+1,

1
2i

)

× I2, entoncesF 2i+11−1(a, b, c) ∈ Ai+1,1.

Demostración.(a) Sea(a, b, c) un punto en el conjunto∆i,j × I2 donde1 ≤ j < 2i.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, quej es impar (la prueba en el casoj par
es análoga). En estas condiciones,a = 1

2i + (2i − j)2i+10εi − tεi con0 < t ≤ 1. Sea

m = E
(

c
βi

)

. Entoncesc = (m+ s)βi con0 ≤ s < 1 y 0 ≤ m ≤ 2i+10. Por tanto,

(a, b, c) =

(

1

2i
+ (2i − j)2i+10εi − tεi, b, (m+ s)βi

)

donde















0 < t ≤ 1,

0 ≤ s < 1,

0 ≤ m ≤ 2i+10.

Ahora, estudiaremos la primera y la tercera coordenada separadamente.
Primera coordenada. Como

d

(

1

2i
+ (2i − j)2i+10εi − εi,

1

2i
+ (2i − (j + 1))2i+10εi + εi

)

= (2i+10 − 2)εi,

entonces por la definición def se tiene que

fn(a) ∈

[

1

2i
+ (2i − (j + 1))2i+10εi + εi,

1

2i
+ (2i − j)2i+10εi

)

cuandon ∈ {0, 1, ..., 2i+10 − 2}. Por tanto,

f 2i+10−2(a) =
1

2i
+ (2i − j)2i+10εi − (t+ 2i+10 − 2)εi (2.12)

y

f 2i+10−2(a) ∈

[

1

2i
+ (2i − (j + 1))2i+10εi + εi,

1

2i
+ (2i − j)2i+10εi

)

. (2.13)

Bajo estas condiciones, (2.12) y (2.13) nos permiten escribir que

f 2i+10−1(a) = f(f 2i+10−2(a))

= f(
1

2i
+ (2i − j)2i+10εi − (t+ 2i+10 − 2)εi)

=
1

2i
+ (2i − j)2i+10εi − (t+ 2i+10 − 1)εi.
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Ahora, analizaremos a qué conjunto pertenecef 2i+10−1(a). Como0 < t ≤ 1 se tiene

1

2i
+ (2i − (j + 1))2i+10εi ≤

1

2i
+ (2i − j)2i+10εi − (t+ 2i+10 − 1)εi

<
1

2i
+ (2i − (j + 1))2i+10εi + εi

y esto implica quef 2i+10−1(a) ∈ ∆′
i,j+1.

Tercera coordenada. Supongamos quem = 2i+10. En este caso se verifica quec = 1 y
F 2i+10−1(a, b, 1) ∈ ∆′

i,j+1 × I × {1} ⊂ Ai,j+1 ya queh(x, 1) = 1 si (x, y, z) ∈ C1
i,j+1.

Así, consideraremos en el resto de la prueba quem 6= 2i+10. Comprobaremos que
π3(F

2i+10−1(a, b, c)) ∈ [1 − βi, 1] dondeπ3 : I3 → I denota la proyección canónica
en la tercera coordenada. En efecto, como el parámetros pertenece a[0, 1) se tiene la
siguiente desigualdad

(2i+10 −m− 1)βi < (2i+10 −m− s)βi ≤ (2i+10 −m)βi. (2.14)

Ahora, consideremos dos posibles situaciones. Sim = 2i+10 − 1, entonces

0 < d((a, b, c), I2 × {1}) = 1 − c = 1 − (m+ s)βi = (1 − s)βi ≤ βi,

de dondec ∈ [1 − βi, 1) ⊂ [1 − βi, 1]. En estas condiciones, por la definición de
h, sabemos queπ3(F

n(a, b, c)) = 1 cuandon ∈ {1, 2, ..., 2i+10 − 1} y por tanto
π3(F

2i+10−1(a, b, c)) ∈ [1 − βi, 1]. Por otro lado si0 ≤ m < 2i+10 − 1, entonces
1 − c = (2i+10 −m− s)βi y por tanto

c+ (2i+10 −m− s)βi = 1. (2.15)

Por (2.14) y (2.15) podemos escribir

c+ (2i+10 −m− 2)βi = c+ (2i+10 −m− 1)βi − βi

< c+ (2i+10 −m− s)βi − βi

= 1 − βi

de donde se deduce que

c+ nβi < 1 − βi para cadan ∈ {0, 1, ..., 2i+10 −m− 2}. (2.16)

Ahora, por (2.16) la definición de la aplicaciónh garantiza que,π3(F
n(a, b, c)) = c+nβi

cuandon ∈ {0, 1, ..., 2i+10 −m− 2}. En particular,

π3(F
2i+10−m−2(a, b, c)) = 1 − (2 − s)βi < 1 − βi.
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Por tanto, se obtiene que

π3(F
2i+10−m−1(a, b)) = π3(F (F 2i+10−m−2(a, b, c))) = 1 − (1 − s)βi.

Como0 ≤ s < 1, entonces1 − βi ≤ 1 − (1 − s)βi < 1 y se concluye que1 − βi ≤

π3(F
2i+10−m−1(a, b, c)) < 1. Según la definición deh,

π3(F
2i+10−1(a, b, c)) =

{

α ∈ [1 − βi, 1] sim = 0,

1 si 0 < m < 2i+10 − 1.

Por las consideraciones realizadas con la primera y terceracoordenadas, se obtiene que
F 2i+10−1(a, b, c) ∈ ∆′

i,j+1 × I × [1 − βi, 1] = Ai,j+1 si (a, b, c) ∈ ∆i,j × I2, 1 ≤ j < 2i

(j impar) finalizando la prueba de (a). La prueba de la parte (b) es análoga a la de la
parte (a), casoj par, donde1

2i + (2i − j)2i+10εi y εi deben ser cambiados por1
2i y εi+1

respectivamente.

Corolario 2.2.5.1. Sea(a, b, c) ∈ I3\I2
0 y seai0 el entero positivo dado por el Lema

2.2.3. Entonces, para cadak ∈ {1, 2, ...} y 1 ≤ l ≤ 2i0+k enteros, existen iteradas de
(a, b, c) por F en el conjuntoAi0+k,l.

Demostración.Para establecer el resultado procederemos por inducción enk. Sea un
punto(a, b, c) ∈ I3\I2

0 y supongamos quek = 1. Según el Lema 2.2.3 existeni0, j0 ≥ 1

y n0 ≥ 0 tales queF n0(a, b, c) ∈ C2
i0,j0

∪C3
i0,j0

. En estas condiciones, existe una iterada
de(a, b, c) medianteF en el conjuntoC2

i0,2i0
∪C3

i0,2i0
. En efecto, sij = 2i0 el resultado se

cumple. Sij0 < 2i0, entonces la parte (b) del Lema 2.2.4 garantiza queF n0+1(a, b, c) ∈

∆i0,j0 × I2. Aplicando la parte (a) del Lema 2.2.5 al puntoF n0+1(a, b, c), obtenemos
que

F 2i0+10+n0(a, b, c) ∈ Ai0,j0+1 ⊂ C2
i0,j0+1 ∪ C

3
i0,j0+1.

Usando recurrentemente2i0 − j0 veces este argumento (aplicar sucesivamente la parte
(b) del Lema 2.2.4 y parte (a) del Lema 2.2.5). existe un entero n1 ≥ 1 tal que

F n1(a, b, c) ∈ Ai0,2i0 ⊂ C2
i0,2i0 ∪ C

3
i0,2i0 .

En esta situación, por la parte (a) del Lema 2.2.4,F n1+1(a, b, c) ∈
[

1
2i0

− εi0+1,
1

2i0

)

×I2.

Si aplicamos la parte (b) del Lema 2.2.5 aF n1+1(a, b, c), se obtiene

F 2i0+11+n1(a, b, c) ∈ Ai0+1,1 ⊂ C2
i0+1,1 ∪ C

3
i0+1,1.

Procediendo de la misma manera (aplicar sucesivamente la parte (a) del Lema 2.2.4 y
parte (b) del Lema 2.2.5),l − 1 veces,1 ≤ l ≤ 2i0+1, concluimos que existen iteradas
del punto(a, b, c) medianteF en los conjuntosAi0+1,l. Supongamos, como hipótesis de
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inducción, que el resultado es cierto parak ≥ 1. Entonces sil = 2i0+k, existe un entero
nk ≥ 1 tal que

F nk(a, b, c) ∈ Ai0+k,2i0+k ⊂ C2
i0+k,2i0+k ∪ C3

i0+k,2i0+k .

Por la parte (a) del Lema 2.2.4,F nk+1(a, b, c) ∈
[

1
2i0+k − εi0+k+1,

1
2i0+k

)

× I2. La parte
(b) del Lema 2.2.5 aplicada aF nk+1(a, b, c) garantiza que

F 2i0+k+11+nk(a, b, c) ∈ Ai0+k+1,1 ⊂ C2
i0+k+1,1 ∪ C

3
i0+k+1,1.

Con las mismas ideas, enl− 1 pasos, encontramos iteradas del punto(a, b, c) mediante
F en los conjuntosAi0+k+1,l, 1 ≤ l ≤ 2i0+k+1, lo que establece el paso inductivo y
finaliza la prueba.

Lema 2.2.6.Seani y 1 ≤ j ≤ 2i enteros positivos. Si(a, b, c) ∈ Ai,j, se verifican las
siguientes condiciones:

(a) d(F ((a, b, c)), {(x, y, 1) : x, y ∈ I}) ≤ 2βi si j es par,

(b) d(F ((a, b, c)), {(x, y, 0) : x, y ∈ I}) ≤ 2βi si j es impar.

Demostración.Como las pruebas de las dos propiedades son análagas (la parte (b) es
análoga (a2)), probaremos por ejemplo la parte (a). Seai un entero positivo y consi-
deremos un punto(a, b, c) ∈ Ai,j donde1 ≤ j ≤ 2i es par. Distinguimos entre dos
posibilidades:

(a1) Si j = 2i, entoncesAi,2i =
[

1
2i ,

1
2i + εi

)

× I× [1−βi, 1]. Por tanto,(a, b, c) puede
escribirse como

(a, b, c) =

(

1

2i
+ tεi, b, 1 − sβi

)

donde

{

0 ≤ t < 1,

0 ≤ s ≤ 1.

(a1,1) Si 1
3
≤ t < 1, entonces(a, b, c) ∈ C2

i,2i . Por tanto,a = 1
2i + tεi ≥

1
2i + 1

3
εi,

de donde
βi + βi+1

εi
(a−

1

2i
) − βi+1 ≥ 0. (2.17)

Ahora, de (2.17) establecemos que

c+
βi + βi+1

εi
(a−

1

2i
) − βi+1 ≥ c.

Entonces, usando la parte (c2,1) de la definición deh

h(a, c) =

{

c+ βi+βi+1

εi
(a− 1

2i ) − βi+1 ≥ c si c ∈ [0,M ],

1 si c ∈ [M, 1].

Comoc ∈ [1 − βi, 1], entoncesh(a, c) ≥ 1 − βi y podemos deducir que

d(F (a, b, c), {(x, y, 1) : x, y ∈ I}) ≤ βi < 2βi.
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(a1,2) Si 0 ≤ t < 1
3
, entonces(a, b, c) ∈ C3

i,2i y por tanto

M = −
βi + βi+1

εi
(a−

1

2i
) + βi+1 = (1 − 3t)βi+1 ≤ βi+1. (2.18)

Por otro lado, como(a, b, c) ∈ Ai,2i es claro quec ≥ 1 − βi = 1 − 2βi+1.
Ahora, es fácil comprobar que

1 − 2βi+1 = 1 −
2

2i+11
=

2i+11 − 2

2i+11
>

1

2i+11
= βi+1

y asíc ≥ βi+1. Entonces por (2.18),c ≥ βi+1 ≥ M , es decir,c ∈ [M, 1].
Usando la parte (c2,1) de la definición deh, establecemos que

h(a, c) = 1 − (2s+ 1 − 3t)βi+1.

La expresión
{

1 − (2s+ 1 − 3t)βi+1 : 0 ≤ t <
1

3
, 0 ≤ s ≤ 1

}

alcanza su valor mínimo cuando
{

(2s+ 1 − 3t)βi+1 : 0 ≤ t <
1

3
, 0 ≤ s ≤ 1

}

alcanza su máximo, y tal valor se alcanza cuandos = 1 y t = 0. Por tanto,
h(a, c) = 1 − (2s + 1 − 3t)βi+1 ≥ 1 − 3βi+1 = 1 − (βi + βi+1), y como
consecuencia,

d(F (a, b, c), {(x, y, 1) : x, y ∈ I}) ≤ βi + βi+1 < 2βi.

(a2) Si j < 2i, entoncesAi,j = ∆′
i,j × I × [1 − βi, 1]. Ahora,(a, b, c) se escribe

de la forma

(a, b, c) =

(

1

2i
+ (2i − j)2i+10εi + tεi, b, 1 − sβi

)

donde

{

0 ≤ t < 1,

0 ≤ s ≤ 1.

(a2,1) Si 1
3
≤ t < 1, la prueba es análoga a la parte (a1,1) donde el valor1

2i

debe sustituirse por1
2i + (2i− j)2i+10εi. La razón de esta analogía, con

el anterior cambio, está generada porque la definición deh enC2
i,2i y en

C2
i,j, j < 2i, es la misma.
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(a2,2) Si 0 ≤ t < 1
3
, entonces(a, b, c) ∈ C3

i,j, j < 2i. Por tanto,

M = −
βi(βi + βi+1)

βi+1εi

(

a− (
1

2i
+ (2i − j)2i+10εi)

)

+ βi

= (1 − 3t)βi ≤ βi.

(2.19)

Por otro lado, como(a, b, c) ∈ Ai,j es claro quec ≥ 1 − βi. Ahora, es
fácil comprobar que

1 − βi = 1 −
1

2i+10
=

2i+10 − 1

2i+10
≥

1

2i+10
= βi

y asíc ≥ βi. Ahora, por (2.19) se tiene quec ≥ βi ≥ M , es decir,
c ∈ [M, 1]. Usando la parte (c2,2) de la definición deh, establecemos
que

h(a, c) = 1 − (s+ 1 − 3t)βi.

La expresión
{

1 − (s+ 1 − 3t)βi : 0 ≤ t < 1
3
, 0 ≤ s ≤ 1

}

es mínima
cuando

{

(s+ 1 − 3t)βi : 0 ≤ t < 1
3
, 0 ≤ s ≤ 1

}

es máxima, y tal valor
se alcanza cuandos = 1 y t = 0. De tal manera se tiene,h(a, c) =

1 − (s+ 1 − 3t)βi ≥ 1 − 2βi, y como consecuencia

d(F (a, b, c), {(x, y, 1) : x, y ∈ I}) ≤ 2βi.

Combinado los resultados que hemos obtenido en (a1) y (a2) se establece la parte (a)
finalizando la prueba.

Lema 2.2.7.Sea(a, b, c) ∈ Ci0,j0 dondei0 ≥ 1 y 1 ≤ j0 ≤ 2i0 son enteros. Seank ≥ 2,
1 ≤ j ≤ 2i0+k enteros yr ∈ I. Entonces, existe un enteron0 ≥ 0 satisfaciendo las
siguientes condiciones:

(a) F n0(a, b, c) ∈ Ci0+k,j,

(b) d(π3(F
n0(a, b, c)), r) ≤ 2βi0+k.

Demostración.Supongamos, sin pérdida de generalidad, quej es impar (la prueba del
casoj par es análogo). Como el punto(a, b, c) ∈ Ci0,j0, k ≥ 2 y 1 ≤ j ≤ 2i0+k, por el
Corolario 2.2.5.1 existe un enteron1 ≥ 0 tal que

F n1(a, b, c) ∈

{

Ai0+k,j−1 si j 6= 1,

Ai0+k−1,2i0+k−1 si j = 1.
(2.20)
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Por la parte (a) del Lema 2.2.6,

d(F n1+1(a, b, c), {(x, y, 1) : x, y ∈ I}) ≤ 2βi0+k, (2.21)

dondeF n1+1(a, b, c) es la primera iterada medianteF de(a, b, c) en la zonaCi0+k,j. Por
(2.20), comoAi0+k,j−1 ⊂ C2

i0+k,j−1 ∪ C3
i0+k,j−1 y Ai0+k−1,2i0+k−1 ⊂ C2

i0+k−1,2i0+k−1 ∪

C3
i0+k−1,2i0+k−1 , el Lema 2.2.4 garantiza que

F n1+1(a, b, c) ∈

{

∆i0+k,j−1 × I2 si j 6= 1,
[

1
2i0+k−1 − εi0+k,

1
2i0+k−1

)

× I2 si j = 1.

En estas condiciones, el Lema 2.2.5 asegura que la última iterada de(a, b, c) mediante
F en la zonaCi0+k,j, F

n1+2i0+k+10

(a, b, c), satisface

F n1+2i0+k+10

(a, b, c) ∈

{

Ai0+k,j si j 6= 1,

Ai0+k,1 si j = 1.

Por tanto,F n1+2i0+k+10

(a, b, c) ∈ Ai0+k,j, de donde se deduce

d(F n1+2i0+k+10

(a, b, c), {(x, y, 0) : x, y ∈ I}) ≤ βi0+k. (2.22)

Por otro lado, por la parte (b1) de la Observación 2.2.1.1 (j impar), siF n(a, b, c) y
F n+1(a, b, c) pertenecen aCi0+k,j entonces,

d(π3(F
n(a, b, c)), π3(F

n+1(a, b, c))) ≤ βi0+k. (2.23)

Si r ∈ I, por (2.21),(2.22) y (2.23) existe un enteron0 ≥ 0 satisfaciendo (a) y (b).

Los anteriores resultados tenían el objetivo de servir comoherramientas para probar
el Lema 2.2.7, un punto esencial en la resolución del problema. El Lema 2.2.7 nos
proporciona una propiedad acerca de las terceras coordenadas de las iteradas de los
puntos deI3\I2

0 , esto es , una propiedad sobre la funciónh. En lo que sigue, intentaremos
obtener un resultado semejante al Lema 2.2.7 para las segundas coordenadas de las
iteradas de los puntos que viven enI3\I2

0 .

Lema 2.2.8.Sea(a, b, c) ∈ I3\I2
0 . Entonces existen enterosn0 ≥ 0 e i0 ≥ 1 tales que

F n0(a, b, c) ∈ C2
i0,2i0

∪ C3
i0,2i0

.

Demostración.La prueba es inmediata ya que por el Corolario 2.2.5.1 existen enteros
n0 ≥ 0 e i0 ≥ 1 tales queF n0(a, b, c) ∈ Ai0,2i0 ⊂ C2

i0,2i0
∪ C3

i0,2i0
.

Para cada entero positivoi, introducimos los siguientes conjuntos:

Ai =

{

∆′
i,2i × [0, δi] × I si i es impar,

∆′
i,2i × [1 − δi, 1] × I si i es par.
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Lema 2.2.9. Seai un entero positivo. Si(a, b, c) ∈
[

1
2i − εi+1,

1
2i

)

× I2, entonces
F 2i+11−1(a, b, c) pertenece aAi+1.

Demostración.Análoga a la parte (b) del Lema 2.2.5.

Corolario 2.2.9.1. Sean(a, b, c) ∈ I3\I2
0 e i0 el entero positivo dado por el Lema 2.2.8.

Entonces, para cadak ∈ {1, 2, ...} existen iteradas del punto(a, b, c) medianteF en
los conjuntosAi0+k.

Demostración.Análoga a la prueba del Corolario 2.2.5.1 pero en este caso usaremos la
parte (a) del Lema 2.2.4 y los Lemas 2.2.8 y 2.2.9 en lugar de los Lemas 2.2.4, 2.2.3 y
2.2.5, respectivamente.

Lema 2.2.10.Seai un entero positivo. Si(a, b, c) ∈ Ai, entonces las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

(a) d(F ((a, b, c)), {(x, 1, z) : x, z ∈ I}) ≤ δi + δi+1 si i es par,

(b) d(F ((a, b, c)), {(x, 0, z) : x, z ∈ I}) ≤ δi + δi+1 si i es impar.

Demostración.La prueba de las dos partes es análoga a la prueba de la parte(a1) del
Lema 2.2.6.

Lema 2.2.11.Seani0 y k ≥ 2 enteros positivos,q ∈ I y (a, b, c) ∈
2i0
⋃

j=1

Ci0,j. Entonces,

existe un enteron0 ≥ 0 satisfaciendo las siguientes propiedades:

(a) F n0(a, b, c) ∈
2i0+k
⋃

j=1

Ci0+k,j,

(b) d(π2(F
n0(a, b, c)), q) ≤ δi0+k + δi0+k−1.

Demostración.Análoga a la prueba del Lema 2.2.7 usando el Corolario 2.2.9.1, el Lema
2.2.4 parte (a), los Lemas 2.2.9, 2.2.10 y la parte (a1) de la Observación 2.2.1.1 en lugar
del Corolario 2.2.5.1, los Lemas 2.2.4, 2.2.5, 2.2.6 y la parte (b1) de la Observación
2.2.1.1, respectivamente.

2.2.3. Resolución de (̄P1)

Tras el análisis de la dinámica de la aplicaciónF , pasamos a probar queF resuelve
el problema (̄P1) para la familia de conjuntos enI3: A = {I2

0} ∪ {(0, b, c)}(b,c)∈I2.

Teorema 2.2.12.La aplicación triangularF enI3, introducida en la Definición 2.2.1,
satisface las siguientes propiedades de uniformidad dinámica:
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(A) si (a, b, c) ∈ I2
0 , entoncesωF (a, b, c) = {(a, b, c)} y Per(F ) = Fix(F ) = I2

0 ,

(B) si (a, b, c) ∈ I3\I2
0 , entoncesωF (a, b, c) = I2

0 .

Demostración.(A) Obviamente por la continuidad deF , todos los puntos deI2
0 son

fijos medianteF . Por tanto, si(a, b, c) ∈ I2
0 su conjuntoω-límite es{(a, b, c)}.

(B) Sea(a, b, c) ∈ I3\I2
0 . Primero, comprobamos queI2

0 ⊆ ωF (a, b, c). En efecto,
sean(0, p, q) ∈ I2

0 y ε > 0 elementos fijos. Seani0 ≥ 1 y 1 ≤ j0 ≤ 2i0 enteros tales
que(a, b, c) pertenece aCi0,j0. Ahora, elegimos un enteroi1 ≥ 1 tal que 1

2i1−1 < ε
2

y
definimosi2 = máx{i0 +2, i1 +1}. Comoi2 ≥ i0 +2, por el Lema 2.2.11 existen0 ≥ 0

tal que

F n0(a, b, c) ∈
2i2
⋃

j=1

Ci2,j

y
d (π2 (F n0(a, b, c)) , p) ≤ δi2 + δi2−1. (2.24)

Seaj2 ∈ {1, 2, ..., 2i2} el entero tal queF n0(a, b, c) ∈ Ci2,j2. Comoi2 ≥ i0 + 2, por el
Lema 2.2.7 existen1 ≥ 0 tal que

F n1(a, b, c) ∈ Ci2,j2

y
d(π3(F

n1(a, b, c)), q) ≤ 2βi2 . (2.25)

Ahora, acotaremosd(π2(F
n1(a, b, c)), p). En efecto, la longitud deBi2,j2 es 1

22i2
(véase

el inicio de la Sección 2.2.1). Como
1

22i2

εi2

=
1

22i2
1

23i2+10

= 2i2+10, el número de iteradas

de (a, b, c) medianteF en la zonaBi2,j2 es como máximo2i2+10 + 1. Por tanto, si
F n2(a, b, c) y F n3(a, b, c) son respectivamente la primera y la última iterada en la zona
Ci2,j2, por la parte (a1) de la Observación 2.2.1.1

d(π2(F
n2(a, b, c)), π2(F

n3(a, b, c))) ≤ 2i2+10δi2

y la sucesión{π2(F
n(a, b, c))}∞n=0 es creciente o decreciente enCi2,j2, de donde

d(π2(F
n0(a, b, c)), π2(F

n1(a, b, c))) ≤ 2i2+10δi2 . (2.26)

Por (2.24) y (2.26), usando la desigualdad triangular

d(π2(F
n1(a, b, c)), p) ≤ (2i2+10 + 5)δi2. (2.27)

Ahora, si(α, β, γ) := F n1(a, b, c), comoF n1(a, b, c) ∈ Ci2,j2, entonces

α ≤
1

2i2 − 1
. (2.28)
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Por (2.27),

d(β, q) ≤ (2i2+10 + 5)δi2 <
1

2i2−1
<
ε

2
, (2.29)

y por (2.25),

d(γ, q) ≤ 2βi2 =
1

2i2+9
<
ε

2
. (2.30)

Como(α, β, γ) ∈ Ci2,j2, por la definición def esα 6= 0 y así(α, β, γ) 6= (0, p, q). Por
tanto, por (2.28), (2.29) y (2.30) obtenemos que

0 < d((α, β, γ), (0, p, q)) =
√

α2 + (β − p)2 + (γ − q)2 <

√

3ε2

4
< ε,

de donde se concluye queI2
0 ⊆ ωF (a, b, c).

Ahora, para probar queωF (a, b, c) ⊆ I2
0 , mostraremos que si un punto(p, q, r) /∈ I2

0 ,
entonces(p, q, r) /∈ ωF (a, b, c). En efecto, sea(p, q, r) un punto que no pertenezca aI2

0 .
Entonces, comop 6= 0 y fn(a) → 0 cuandon → ∞, existe un entero positivom0 tal
quep− fm0(a) > 0. Seaε′ = p−fm0 (a)

2
> 0. Entonces, como la sucesión{fn(a)}∞n=0 es

decreciente,
p− fn(a) ≥ p− fm0(a) > ε′

para cada enteron ≥ m0, de modo qued((p, q, r), F n(a, b, c)) ≥ p − fn(a) > ε′ para
cada enteron ≥ m0. Por tanto,(p, q, r) /∈ ωF (a, b, c) y la prueba finaliza.

Corolario 2.2.12.1.SiF es la aplicación triangular enI3 introducida en la Definición
2.2.1, entonces

W(F ) = I2
0 ∪ {(0, b, c)}(b,c)∈I2.

Nota 2.2.13.La construcción presentada en la Definición 2.2.1, resuelveel problema
(P̄1) para los conjuntos propuestos en [BRS 03] como hemos comprobado anteriormen-
te. Por el contrario, el método planteado en la Observación 2.1.7.1 no es satisfactorio en
este caso, al proporcionar una aplicación (triangular)G enI3 verificando que para cada
z ∈ I, ωG(x, y, z) = {0}× I×{z} formado por puntos fijos. Ambas construcciones sa-
tisfacen que todos sus puntos poseenω-límite infinito formado por puntos fijos, excepto
los puntos de la caraI2

0 que son fijos. La diferencia entreG y F (véase Definición 2.2.1)
es queF , además, satisface la propiedad de uniformidad dinámica deque los conjuntos
ω-límite de todos los puntos del cubo, excepto los deI2

0 , son iguales aI2
0 .

Una cuestión a estudiar en el futuro, es análizar si se puede encontrar una solución
al problema (̄P1) para los conjuntos propuestos en [BRS 03] que sea diferenciable.
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Capítulo 3

Aplicaciones universales paraWF

SeaX un espacio métrico compacto yF ⊆ C(X) una clase de aplicaciones. En
este capítulo, estudiaremos el problema (P2) de la existencia de elementos universales
enF con respecto a la familiaWF de todos los posibles conjuntosω-límite engendra-
dos por los elementos de la claseF . Como ya se comentó en la introducción, esto lo
realizaremos en los dos sentidos propuestos por Bruckner en[B 93].

Definición 3.0.14.Un elementoψ ∈ F es universal con respecto a los conjuntosω-
límite generados por la claseF , si para cada conjuntoA ∈ WF existe un puntoxA ∈ X
tal queωψ(xA) = A. Es decir, si ocurreW(ψ) = WF .

Definición 3.0.15.Un elementoψ ∈ F se llamará universal en sentido débil (d-
universal) con respecto a los conjuntosω-límite generados por la claseF , si para cada
conjuntoA ∈ WF existe un homeomorfismoHA : X → X y un puntoxA tal que
ωψ(xA) = HA(A). Es decir, si ocurre queHA(A) ∈ W(ψ).

Con relación a este problema, el único resultado existente es el obtenido por Smítal
y Pokluda en [SP 00], donde construyen una función d-universal paraWC(I).

En el desarrollo del capítulo probaremos que cuando la claseF es la de todas las
aplicaciones continuas, no existen elementos universalesen la mayor parte de los es-
pacios métricos compactos. Por otro lado, si nos restringimos a la claseC∆(I2) y con-
sideramos intervalos contenidos en la fibraI0, construiremos una aplicación triangular
universal para dichos conjuntos (véase Sección 3.2 ). Asimismo para el caso débil, de-
mostraremos que el resultado afirmativo que se tiene cuando el espacioX es el interva-
lo compacto unidad, no es cierto, ni para variedades compactasm-dimensionales con
m ≥ 1 que no sean arcos, ni para grafos que no sean arcos.

49
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3.1. Universalidad

SeaX un espacio métrico compacto yF = C(X). El problema que analizamos en
esta sección es el de la existencia o no de una aplicaciónψ ∈ C(X) tal queW(ψ)

coincida con la familiaWC(X) de todos los posibles conjuntosω-límite generados por
los elementos deC(X).

Definición 3.1.1. SeaX un espacio métrico compacto. Diremos queX es un espacio
ω-degenerado siWC(X) = {{x} : x ∈ X}.

Ejemplos de espaciosω-degenerados son por ejemploX = {x}, es decir, el espacio
formado por un solo elemento oX unrígido continuo, es decir, un espacio métrico, com-
pacto y conexo que únicamente admite como endomorfismos continuos a la aplicación
identidad y a las aplicaciones constantes.

Proposición 3.1.2.SeaX un espacio métrico compactoω-degenerado. Entonces, se
verifican las siguientes propiedades:

(a) X es conexo,

(b) para cadaψ ∈ C(X) y cadax ∈ X la sucesión(ψn(x))∞n=0 converge a un punto
fijo.

Demostración.(a) Supongamos queX no es conexo. Entonces existen conjuntos dis-
juntos abiertos y cerradosX1, X2 tales queX = X1 ∪ X2. Tomemos cualquier punto
x1 ∈ X1 y x2 ∈ X2. Definamosψ actuando sobreX comoψ(X1) = x2 y ψ(X2) = x1.
La aplicaciónψ es continua sobreX y {x1, x2} es conjuntoω-límite contradiciendo el
queX esω-degenerado.

(b) La sucesión(ψn(x))∞n=0 sólo posee un punto límite (el conjuntoω-límite dex es
un punto). Por la invarianza de los conjuntosω-límite, dicho punto ha de ser fijo.

Es evidente que el problema de encontrar una aplicación universal en el caso en
queX es un espacioω-degenerado es inmediato. La aplicación identidad definidaenX
satisface la propiedad requerida. El problema queda reducido al caso de espacios que ad-
miten aplicaciones continuas generando conjuntosω-límite diferentes de los conjuntos
unipuntuales.

Teorema 3.1.3.SeaX un espacio métrico compacto noω-degenerado. Entonces, no
existe ninguna aplicación universal con respecto a los conjuntosω-límite generados
por los elementos deC(X).
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Demostración.Supongamos que existaψ ∈ C(X) universal con respecto a los elemen-
tos de la familiaWC(X). Como la aplicación identidad IdX ∈ C(X), entonces

{{x} : x ∈ X} ∈ WC(X).

Teniendo en cuenta que los conjuntosω-límite son fuertemente invariantes y queψ
satisfaceW(ψ) = WC(X) al ser una aplicación universal, entoncesψ = IdX. Así,
WC(X) = W(ψ) = W(IdX) = {{x} : x ∈ X}, lo que implica que el espacioX esω-
degenerado incurriendo en una contradicción. Por tanto, enestas condiciones no existe
aplicación universal.

Definición 3.1.4.SeaX un espacio métrico compacto yF ⊂ C(X) una clase de apli-
caciones continuas. Diremos que el espacioX es ω-degenerado paraF si WF =

{{x} : x ∈ X}.

Corolario 3.1.4.1. SeaX un espacio métrico compacto noω-degenerado para una fa-
milia F ⊂ C(X) tal queIdX ∈ F . Entonces, no existe ninguna aplicación universal con
respecto a los conjuntosω-límite generados por los elementos deF .

Ante el carácter negativo de los resultados anteriores, parece razonable el plantea-
miento del problema de la existencia de aplicaciones universales reduciendo la familia
de conjuntosω-límite respecto de la cual se tiene la universalidad. Es decir, considerar
A ⊂ WF y analizar la existencia de elementosψ ∈ F tales queW(ψ) = A. En la si-
guiente sección presentamos un resultado en esta línea, para la clase de la aplicaciones
triangulares enI2 (véase [BGM 02]).

3.2. Universalidad enC∆(I2) para intervalos contenidos
en fibras

Consideraremos aplicaciones triangulares enI2. Por el Teorema 1.3.5, fijada una
fibra en el cuadrado unidad que podemos tomar, sin pérdida de generalidad, igual aI0,
sabemos que la familia de conjuntos tipo intervalo contenidos en dicha fibra,

A = {{0} × [a, b] : a ≤ b, a, b ∈ I},

es un subconjunto deWC(I2). En estas condiciones probaremos en esta sección, y lo
definiremos explícitamente, que existe un elementoF ∈ C∆(I2) universal para la familia
de conjuntosA, es decir, verificando queW(F ) = A. Obsérvese que para este elemento
se resuelve también el problema (P1), al tenerse completamente descrita a la familia de
todos los conjuntosω-límite que produce.
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3.2.1. Construcción del elemento universal

Parai ∈ {1, 2, ...} seanεi y δi los siguientes valores:

εi =
1

22i+10
, δi =

1

2i+10
.

Seai un entero positivo. Consideremos el intervaloIi = [ 1
2i ,

1
2i−1 ] y dividámoslo en

2i+10 conjuntos del siguiente modo

Ii =

[

1

2i
,

1

2i−1

]

=
2i+10−1
⋃

n=0

[

1

2i
+ nεi,

1

2i
+ (n + 1)εi

]

.

Por otro lado, para cadan ∈ {0, ..., 2i+10 − 1}, consideremos las siguientes dos zonas
deI2:

(a) Ain,1 =
[

1
2i + nεi,

1
2i + (n + 1

2
)εi
]

× I,

(b) Ain,2 =
[

1
2i + (n+ 1

2
)εi,

1
2i + (n+ 1)εi

]

× I.

Para las zonas previas, es fácil notar que se verifica

[

1

2i
+ nεi,

1

2i
+ (n+ 1)εi

]

× I = Ain,1 ∪ A
i
n,2

y
2i+10−1
⋃

n=0

(Ain,2 ∪ A
i
n,1) = Ii × I.

Definición 3.2.1. Introducimos la siguiente aplicación triangular enI2:

F (x, y) = (f(x), g(x, y))

donde
(A) f : I → I, es la función base tipo Kolyada para los valoresε̃ = {εi}

∞
i=1 =

{ 1
22i+10}

∞
i=1.

(B) g : I2 → I

(b1) Seai impar:

- Sin = 0,

para (x, y) ∈ Ai0,2, definimos

g(x, y) =

{

y − 2δi
εi

(x− 1
2i ) + δi si y ∈ [M, 1],

0 si y ∈ [0,M ],

dondeM = 2δi
εi

(x− 1
2i ) − δi;
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para (x, y) ∈ Ai0,1, definimos

g(x, y) =

{

y − 2δi+1

εi
(x− 1

2i ) + δi+1 si y ∈ [0,M ],

1 si y ∈ [M, 1],

dondeM = 1 + 2δi+1

εi
(x− 1

2i ) − δi+1;

- Sin ∈ {1, 2, ..., 2i+10 − 1},

para (x, y) ∈ Ain,2, definimos

g(x, y) =

{

y − 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

+ δi si y ∈ [M, 1],

0 si y ∈ [0,M ],

dondeM = 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

− δi;

para (x, y) ∈ Ain,1, definimos

g(x, y) =

{

y + 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

− δi si y ∈ [M, 1],

0 si y ∈ [0,M ],

dondeM = −2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

+ δi.

(b2) Seai par:

- Sin = 0,

para (x, y) ∈ Ai0,2, definimos

g(x, y) =

{

y + 2δi
εi

(x− 1
2i ) − δi si y ∈ [0,M ],

1 si y ∈ [M, 1],

dondeM = 1 − 2δi
εi

(x− 1
2i ) + δi;

para (x, y) ∈ Ai0,1, definimos

g(x, y) =

{

y + 2δi+1

εi
(x− 1

2i ) − δi+1 si y ∈ [M, 1],

0 si y ∈ [0,M ],

dondeM = −2δi+1

εi
(x− 1

2i ) + δi+1;

- Sin ∈ {1, 2, ..., 2i+10 − 1},

para (x, y) ∈ Ain,2, definimos

g(x, y) =

{

y + 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

− δi si y ∈ [0,M ],

1 si y ∈ [M, 1],

dondeM = 1 − 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

+ δi;



54 CAPÍTULO 3. APLICACIONES UNIVERSALES PARAWF

para (x, y) ∈ Ain,1, definimos

g(x, y) =

{

y − 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

+ δi si y ∈ [0,M ],

1 si y ∈ [M, 1],

dondeM = 1 + 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

− δi.

Observación 3.2.1.1.El comportamiento dinámico de la aplicación triangularF , defi-
nida previamente, puede resumirse como sigue. La prueba se realizará en la siguiente
sección. Sea(p, q) un punto enIi × I, i ∈ {1, 2, ...}. Entonces, su órbita puede seguirse
a través del movimiento de un cierto tipo de“onda discreta” (véase Figura 3.1).

Notemos que cuando el punto(p, q) ∈ Ii×I coni impar (respectivamentei par), sus
iteradas poseen una tendencia de crecimiento en altura descendente (respectivamente
ascendente) hasta alcanzar las zonasAi0,1 oAi+1

2i+11−1,2
donde esta tendencia cambia para

ser ascendente (respectivamente descendente).
Cuandoi es impar y(p, q) /∈ Ai0,1 o i es par y(p, q) ∈ Ai0,1, si el valor deM asociado

al punto(p, q) en la definición deF , denotado conM(p, q), es cero (véase Figura 3.1
punto�), la onda es una línea horizontal y por tanto su amplitud total es cero. Cuando
M(p, q) = δi, la amplitud total de la onda alcanza su valor máximo igual a uno (véase
Figura 3.1 punto•). La tercera posibilidad para esta amplitud es tomar valores entre
cero y uno, lo que se corresponde conM(p, q) ∈ (0, δi) (véase Figura 3.1 puntoH).

En cualquiera de los casos anteriores, la órbita de(p, q) puede intersecarse conIi ×
{0}. Si F n(p, q) es la primera iterada en la zonaIi × I, perteneciendo aIi × {0}, las
siguientes iteradas,F k(p, q), k ≥ n, permanecen enIi × {0} hasta alcanzar la zona
siguienteIi+1 × I (véase, por ejemplo, Figura 3.1 puntoN).

Cuando(p, q) ∈ Ai0,1 con i impar, o(p, q) /∈ Ai0,1 con i par, tenemos una situación
análoga paraM(p, q) ∈ [1 − δi, 1].

Para un punto(p, q) ∈ Ii × I, como desdeIi+1 × I los puntos que determinan
la amplitud total de la onda se encuentran siempre a la misma altura, conocemos con
exactitud cuál es el conjuntoω-límite del punto(p, q). Por otro lado, comoM(α, β)

toma todos los valores entre cero yδi cuando el punto(α, β) ∈ A1
211−1,2, dado[a, b] ⊆ I,

a ≤ b, podemos elegir(p, q) ∈ A1
211−1,2 tal queM(p, q) = δ1(b − a), obteniendo una

condición suficiente para que la longitud deωF (p, q) seab− a. Por tanto, para el punto
anterior si tomamosq = b tendremosωF (p, q) = {0} × [a, b].

Nota 3.2.2.Sobre la Figura 3.1, destacamos los siguientes hechos:

(1) Para cada punto(p, q) ∈ I2\I0, la diferencia en altura entre dos iteradas consecu-
tivas en la zonaIi × I es la misma siempre y cuando ninguna de las dos iteradas
mencionadas se intersecte conI × {0} o I × {1}.



3.2. UNIVERSALIDAD EN C∆(I2) PARA INTERVALOS CONTENIDOS EN FIBRAS 55

�

.................................................

.................................................

.................................................

.................................................
10

•
•

•
•

•
•

•
•

•

1
2

+ 2ε1

•

1
2

+ ε1

?

?

?

?

•
1
2

������ � ���
N

N

1 − ε1

N

1 − 2ε1

NNNN NN

...1
8

H
H

H
H

H

H

H
H

H
H

...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...•

1
4

•

H

H

H
....

....
....

....
....

....
....

..

...............
.....}

δ1

δ1.................
.......}

•.............
...........{

δ2

...................
...........................................

...........
...............

{

δ1

{

δ2

Figura 3.1: IteradasF

(2) Las órbitas de los puntos• y N coinciden a partir de la zonaI2 × I y se represen-
tarán mediante•.

3.2.2. Análisis de la dinámica

El siguiente resultado es clave para la prueba de la universalidad deF con respecto
a los conjuntosω-límite de tipo intervalo contenidos enI0, ya que nos proporciona una
descripción precisa de las iteradas de los puntos pertenecientes aA1

211−1,2.

Lema 3.2.3. Seana, b ∈ I, a ≤ b y (p, q) =
(

1
2

+ (211 − 1)ε1 + 1
2
ε1 + b−a

2
ε1, b

)

un
punto enA1

211−1,2. Entonces, las iteradas de(p, q) medianteF enIi × I, i ∈ {1, 2, ...},
son

F
k+

i
∑

j=2

2j+9

(p, q) =

{

(ξi, b− kδi(b− a)) i impar,

(ξi, a+ kδi(b− a)) i par,

dondek ∈ {0, ..., 2i+10−1}, ξi = 1
2i +(2i+10− (k+1))εi+

1
2
εi+

b−a
2
εi y consideremos

que
i
∑

j=2

2j+9 = 0 si i = 1.

Demostración.Para establecer el resultado procederemos por inducción sobre i. A lo
largo de la prueba, medianteπi, i ∈ {1, 2}, denotaremos respectivamente a las proyec-
ciones canónicas en la primera y segunda coordenada .

Casoi = 1. Como 1
2

= 211ε1, entonces por definición de la función basef se tiene

quefk(p) ∈ π1

(

A1
211−(k+1),2

)

y por tanto,

fk(p) =
1

2
+ (211 − (1 + k))ε1 +

1

2
ε1 +

b− a

2
ε1
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parak ∈ {0, ..., 211 − 1}.
Para la segunda coordenada, tenemos que comprobar que

π2

(

F k(p, q)
)

= b− kδ1(b− a)

dondek ∈ {0, ..., 211 − 1}. Para establecer este objetivo procedemos por recurrencia:

- Si k = 0, entoncesπ2 (F 0(p, q)) = π2(p, q) = b = b− 0δ1(b− a).

- Seak ∈ {0, ..., 211 − 2} y supongamos que se verifica la igualdad

π2

(

F k(p, q)
)

= b− kδ1(b− a).

Comofk(p) ∈ π1

(

A1
211−(k+1),2

)

, entonces

M =
2δ1
ε1

(
1

2
+ (211 − (1 + k))ε1 +

1

2
ε1 +

b− a

2
ε1

− (
1

2
+ (211 − (1 + k))ε1)) − δ1 = δ1(b− a).

Dado que0 ≤ k ≤ 211−2, entonces se tiene la siguiente cadena de desigualdades,

0 ≤ kδ1(b− a) ≤ (211 − 2)δ1(b− a).

Así,

b− kδ1(b− a) ≥ b− (211 − 2)δ1(b− a) = b−

(

1

δ1
− 2

)

δ1(b− a)

= a+ 2δ1(b− a) ≥ δ1(b− a).

De donde se deduce queb − kδ1(b − a) ∈ [M, 1]. Ahora, por la definición de la
funcióng, se sigue

π2

(

F k+1(p, q)
)

= b− kδ1(b− a) − δ1(b− a) = b− (k + 1)δ1(b− a)

como pretendíamos deducir.

Casoi = 2. Consideremos las siguientes situaciones:

- Seak = 0. Por el casoi = 1 cuandok = 211 − 1, se verifica

F 211−1(p, q) =

(

1

2
+

1

2
ε1 +

b− a

2
ε1, b− (211 − 1)δ1(b− a)

)

=

(

1

2
+

1

2
ε1 +

b− a

2
ε1, a+ δ1(b− a)

)

.

(3.1)
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Como0 ≤ b− a ≤ 1, entonces0 ≤ b−a
2
ε1 ≤

1
2
ε1 y así

F 211−1(p, q) ∈ A1
0,2 ⊂ [

1

2
,
1

2
+ ε1] × I.

Esto nos permite obtener

f 211

(p) = f(
1

2
+

1

2
ε1 +

b− a

2
ε1) =

ε2

ε1

(

1

2
+

1

2
ε1 +

b− a

2
ε1 −

1

2

)

+

(

1

2
− ε2

)

=
1

2
−

1 − (b− a)

2
ε2.

Como 1
4

= 212ε2, entonces
(

212 − 1 + 1
2

+ 1
2

)

ε2 = 1
4
. De donde se deduce,

f 211

(p) =
1

2
−

1 − (b− a)

2
ε2 =

1

4
+ (212 − 1)ε2 +

1

2
ε2 +

b− a

2
ε2.

Por otro lado, calculamosπ2

(

F 211

(p, q)
)

. En este caso por (3.1) se tiene

M =
2δ1
ε1

(

1

2
+

1

2
ε1 +

b− a

2
ε1 −

1

2

)

− δ1 = δ1(b− a).

Comoa ≥ 0, entonces se verifican

a+ δ1(b− a) ≥ δ1(b− a)

y
a + δ1(b− a) ∈ [M, 1].

De donde se deduce que

π2

(

F 211

(p, q)
)

= a+ δ1(b− a) − δ1(b− a) = a.

Resumiendo,

F 211

(p, q) =

(

1

4
+ (212 − 1)ε2 +

1

2
ε2 +

b− a

2
ε2, a

)

como queríamos comprobar.

- Seak ∈ {0, ..., 212 − 1}. Como1
4

= 212ε2, entonces se verifica

f 211+k(p) ∈ π1

(

A2
212−(k+1),2

)

.

Esto nos permite obtener que
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f 211+k(p) = fk
(

1

4
+ (212 − 1)ε2 +

1

2
ε2 +

b− a

2
ε2

)

=
1

4
+ (212 − (1 + k))ε2 +

1

2
ε2 +

b− a

2
ε2.

(3.2)

Para la segunda coordenada, hemos de comprobar que

π2

(

F 211+k(p, q)
)

= a + kδ2(b− a)

dondek ∈ {0, ..., 212 − 1}. Para alcanzar este objetivo procedemos de nuevo por
recurrencia:

- Si k = 0, entoncesπ2

(

F 211

(p, q)
)

= a = a+ 0δ2(b− a).

- Seak ∈ {0, ..., 212 − 2} y supongamos que se verifica la igualdad

π2

(

F 211+k(p, q)
)

= a+ kδ2(b− a).

Por (3.2), se tiene

M = 1 −
2δ2
ε2

(
1

4
+ (212 − (k + 1))ε2 +

1

2
ε2 +

b− a

2
ε2

− (
1

4
+ (212 − (k + 1))ε2)) + δ2 = 1 − δ2(b− a).

Como0 ≤ k ≤ 212 − 2, entonces es válida la cadena de desigualdades

0 ≤ a + kδ2(b− a) ≤ a+ (212 − 2)δ2(b− a).

Así,

a + kδ2(b− a) ≤ a + (212 − 2)δ2(b− a) = a+

(

1

δ2
− 2

)

δ2(b− a)

= b− 2δ2(b− a) ≤ 1 − δ2(b− a).

De donde se deduce quea + kδ2(b − a) ∈ [0,M ]. Ahora, de nuevo por la
definición de la funcióng se sigue que

π2

(

F 211+k+1(p, q)
)

= a+ kδ2(b− a) + 1 − (1 − (b− a)δ2)

= a+ (k + 1)δ2(b− a)

como queríamos demostrar.
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Supongamos, como hipótesis de inducción, que el resultado es válido parai ≥ 1.
Consideremos, sin pérdida de generalidad, quei es impar. La prueba cuandoi es par es
análoga. Si establecemos la validez del resultado parai + 1, entonces la prueba habrá
finalizado. Para ello estudiaremos las siguientes situaciones:

- Seak = 0. En la zona[ 1
2i ,

1
2i−1 ] cuandok = 2i+10 − 1 sabemos, por hipótesis de

inducción, que

F 2i+10−1(p, q) =

(

1

2i
+

1

2
εi +

b− a

2
εi, b− (2i+10 − 1)δi(b− a)

)

=

(

1

2i
+

1

2
εi +

b− a

2
εi, a+ δi(b− a)

)

.

(3.3)

Como0 ≤ b− a ≤ 1, entonces0 ≤ b−a
2
εi ≤

1
2
εi y por tanto

F 2i+10−1(p, q) ∈ Ai0,2 ⊂ [
1

2i
,

1

2i
+ εi] × I. (3.4)

Ahora, por (3.4) se tiene que

f 2i+10

(p) = f

(

1

2i
+

1

2
εi +

b− a

2
εi

)

=
εi+1

εi

(

1

2i
+

1

2
εi +

b− a

2
εi −

1

2i

)

+

(

1

2i
− εi+1

)

=
1

2i
−

1 − (b− a)

2
εi+1.

Como 1
2i+1 = 2i+11εi+1, entonces

(

2i+11 − 1 + 1
2

+ 1
2

)

εi+1 = 1
2i+1 . De donde

f 2i+10

(p) =
1

2i
−

1 − (b− a)

2
εi+1 =

1

2i+1
+(2i+11−1)εi+1+

1

2
εi+1+

b− a

2
εi+1.

Ahora, calculemosπ2

(

F 2i+10

(p, q)
)

. En este caso, por (3.3) se verifica que

M =
2δi
εi

(

1

2i
+

1

2
εi +

b− a

2
εi −

1

2i

)

− δi = δi(b− a).

Comoa ≥ 0, entoncesa+ δi(b−a) ≥ δi(b−a). Por tanto,a+ δi(b−a) ∈ [M, 1]

y así

π2

(

F 2i+10

(p, q)
)

= a + δi(b− a) − δi(b− a) = a.

Por los cálculos previos,

F 2i+10

(p, q) =

(

1

2i+1
+ (2i+11 − 1)εi+1 +

1

2
εi+1 +

b− a

2
εi+1, a

)
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como esperábamos.1

- Seak ∈ {0, ..., 2i+11 − 1}. Como 1
2i+1 = 2i+11εi+1, entonces

f 2i+10+k(p) ∈ π1

(

A2
2i+11−(k+1),2

)

.

De donde obtenemos

f 2i+10+k(p) = fk
(

1

2i+1
+ (2i+11 − 1)εi+1 +

1

2
εi+1 +

b− a

2
εi+1

)

=
1

2i+1
+ (2i+11 − (1 + k))εi+1 +

1

2
εi+1 +

b− a

2
εi+1.

(3.5)

Para la segunda coordenada, hemos de mostrar que

π2

(

F 2i+10+k(p, q)
)

= a+ kδi+1(b− a)

dondek ∈ {0, ..., 2i+11 − 1}. Procederemos una vez más por recurrencia:

- Si k = 0, entonces

π2

(

F 2i+10

(p, q)
)

= b− 2i+10δi(b− a)

= b− (b− a) = a = a + 0δi+1(b− a).

- Seak ∈ {0, ..., 2i+11 − 2} y supongamos que se verifica

π2

(

F 2i+10+k(p, q)
)

= a+ kδi+1(b− a).

Por (3.5) se verifica,

M = 1 −
2δi+1

εi+1

(
1

2i+1
+ (2i+11 − (k + 1))εi+1 +

1

2
εi+1

+
b− a

2
εi+1) +

2δi+1

εi+1

(
1

2i+1
+ (2i+11 − (k + 1))εi+1)

+ δi+1 = 1 − δi+1(b− a).

Como0 ≤ k ≤ 2i+11 − 2, entonces es válida la siguiente cadena de desi-
gualdades

0 ≤ a+ kδi+1(b− a) ≤ a + (2i+11 − 2)δi+1(b− a).

1En el casoi par con un argumento análogo se obtiene

F 2i+10

(p, q) =

(

1

2i+1
+ (2i+11 − 1)εi+1 +

1

2
εi+1 +

b − a

2
εi+1, b

)

,

expresión que será usada en la Observación 3.2.3.1.
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Así,

a+ kδi+1(b− a) ≤ a+ (2i+11 − 2)δi+1(b− a)

= a +

(

1

δi+1

− 2

)

δi+1(b− a)

= b− 2δi+1(b− a) ≤ 1 − δi+1(b− a).

De donde se deduce quea+ kδi+1(b− a) ∈ [0,M ]. De la definición deg, se
sigue que

π2

(

F 2i+10+k+1(p, q)
)

= a + kδi+1(b− a) + 1 − (1 − (b− a)δi+1)

= a + (k + 1)δi+1(b− a),

estableciendo el paso inductivo y finalizando la prueba.

Observación 3.2.3.1.A partir de su definición, es sencillo ver queA1
211−1,2 se puede

expresar en la forma

A1
211−1,2 =

⋃

a≤b
a,b∈I

(

1

2
+ (211 − 1)ε1 +

1

2
ε1 +

b− a

2
ε1, b

)

.

El lema previo garantiza que la diferencia en altura entre dos iteradas consecutivas de un
punto(p, q) ∈ A1

211−1,2 enIi×I es exactamenteδi(b−a). Si i es impar, la primera iterada
enIi× I (k = 0) posee alturab y la última (k = 2i+10 − 1) posee alturaa+ δi(b− a). Si
i es par, la primera iterada enIi × I (k = 0) posee alturaa y la última (k = 2i+10 − 1)
posee alturab − δi(b − a). (En el razonamiento previo, consideramos que1

2i ∈ Ii+1

cuando nos referimos a la última iterada enIi × I.)

Con el siguiente resultado, para cada punto(p, q) ∈ I2\I0 acotamos la diferencia en
altura entre dos iteradas consecutivas medianteF y describimos la forma de las mismas.

Lema 3.2.4.Sea(p, q) ∈
2i0+10−1
⋃

n=0

(Ai0n,2 ∪A
i0
n,1). Entonces, las siguientes propiedades se

satisfacen, siendoi0, i1 ≥ 1 y k ≥ 0 enteros:

(a) SiF k(p, q) ∈
2i1+10−1
⋃

n=0

(Ai1n,2 ∪A
i1
n,1), entonces:

(a1) 0 ≤
∣

∣π2(F
k(p, q)) − π2(F

k+1(p, q))
∣

∣ ≤M(F k(p, q)) en el casoi1 impar,

(a2) 0 ≤
∣

∣π2(F
k(p, q)) − π2(F

k+1(p, q))
∣

∣ ≤ 1 −M(F k(p, q)) en el casoi1 par,
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dondeM(F k(p, q)) =



























M((p,q))δi1
δi0

si io e i1 son impares,
(1−M((p,q)))δi1

δi0
si i0 es par ei1 es impar,

1 −
M((p,q))δi1

δi0
si io es impar ei1 es par,

1 −
(1−M((p,q)))δi1

δi0
si i0 e i1 son pares.

(b) Seai ≥ i0 + 1 y F ki(p, q) la primera iterada de(p, q) en
2i+10−1
⋃

n=0

(Ain,2 ∪ A
i
n,1), se

cumple:

(b1) Si (p, q) ∈ Ai0n,2 donden ∈ {0, 1, ..., 2i0+10 − 1} y j ∈ {0, 1, ..., 2i+10 − 1}.
Entonces:

1) Sii es impar,π2(F
ki+j(p, q)) ≥ π2(F

ki+j+1(p, q)).

2) Sii es par,π2(F
ki+j(p, q)) ≤ π2(F

ki+j+1(p, q)).

(b2) Si (p, q) ∈ Ai0n,1\
(

{ 1
2i0

+ nεi0} × I}
)

donden ∈ {0, 1, ..., 2i+10 − 1} y j ∈
{−1, 0, 1, ..., 2i+10 − 2}, se cumple:

1) Sii es impar,π2(F
ki+j(p, q)) ≥ π2(F

ki+j+1(p, q)).

2) Sii es par,π2(F
ki+j(p, q)) ≤ π2(F

ki+j+1(p, q)).

Demostración.La propiedad (b) y la cadena de desigualdades

0 ≤
∣

∣π2(F
k(p, q)) − π2(F

k+1(p, q))
∣

∣ ≤M(F k(p, q)),

se deducen inmediatamente de la definición deF . Para describirM(F k(p, q)) supon-
gamos, por ejemplo, quei0 e i1 son ambos impares. Entonces,M(F k(p, q)) = tδi1 con
0 ≤ t ≤ 1. Por la morfología deF , para un tal valort, sabemos queM((p, q)) = tδi0 .
Por tanto, se tiene queM(F k(p, q)) =

M((p,q))δi1
δi0

.

3.2.3. Comprobación de la universalidad

Tras analizar la dinámica de la aplicación triangularF presentada en la Definición
3.2.1, pasamos a comprobar que se trata de un elemento universal para los conjuntos
ω-límite de tipo intervalo contenidos en la fibraI0.

Teorema 3.2.5.La aplicación triangularF en I2 introducida en la Definición 3.2.1
satisface la siguientes condiciones:

(A) Para cada[a, b] ⊆ I, a ≤ b, existe un punto(p, q) ∈ I2\I0 tal que

ωF (p, q) = {0} × [a, b].
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(B) Dado (p, q) ∈ I2, existe un intervalo compactoJ ⊆ I, degenerado o no, verifi-
cando que

ωF (p, q) = {0} × J.

Demostración.(A). Consideremos(p, q) =
(

1
2

+ (211 − 1)ε1 + 1
2
ε1 + b−a

2
ε1, b

)

, y ∈

[a, b] y ε > 0. Como 1
2i → 0 cuandoi → ∞, existei0 entero positivo tal que1

2i0
< ε

2
.

Por otro lado comoδi(b − a) = b−a
2i+10 → 0 cuandoi → ∞ existe un entero positivoi1

tal queδi1(b− a) < ε
2
.

Seai2 = máx{i0 + 1, i1}. Comoy ∈ [a, b], la anterior consideración y la Observa-
ción 3.2.3.1 nos permiten obtener una iterada(α, β) 6= (0, y) de(p, q) enIi2 × I tal que
0 < |β − y| ≤ δi2(b− a). Comoi2 ≥ i1, entonces

δi2(b− a) =
1

2i2+10
(b− a) ≤

1

2i1+10
(b− a) = δi1(b− a) <

ε

2
.

Por tanto,|β − y| < ε
2
. Más aún, como(α, β) ∈ Ii2 × I entonces0 < α ≤ 1

2i2−1 y de
i2 ≥ i0 + 1 se sigue0 < α ≤ 1

2i2−1 ≤ 1
2i0

< ε
2
. Finalmente,

0 < d((α, β), (0, y)) =
√

α2 + (β − y)2 <

√

(ε

2

)2

+
(ε

2

)2

< ε

Y así,{0} × [a, b] ⊆ ωF (p, q).
Por otro lado, sea(x, y) /∈ {0} × [a, b]. En estas condiciones, hay dos posibles situacio-
nes:

(a1) Casox 6= 0. Comofn(p) → 0 cuandon→ ∞ y x 6= 0, existe un entero positivo

n0 tal quex− fn0(p) > 0. Seaε = x−fn0 (p)
2

> 0. Entonces,

x− fn(p) ≥ x− fn0(p) >
x− fn0(p)

2
= ε

para cada enteron ≥ n0. Así,

d((x, y), F n(p, q)) ≥ x− fn(p) > ε

para cada enteron ≥ n0 y esto implica que(x, y) /∈ ωF (p, q).

(a2) Casox = 0 e y /∈ [a, b]. Ahora, seah = d([a, b], y) > 0 la distancia entre[a, b]
e {y}. Por el Lema 3.2.3,π2(F

n(p, q)) ∈ [a, b] para cadan entero no negativo.
Entonces,|π2(F

n(p, q)) − y| ≥ h para cadan entero no negativo. Seaε = h
2
> 0.

Por tanto,
d(F n(p, q), (x, y)) ≥ |π2(F

n(p, q)) − y| ≥ h > ε

para cadan entero no negativo. En definitiva,(x, y) /∈ ωF (p, q).
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Así por (a1) y (a2) establecemos la parte(A).
(B) Si (0, c) ∈ I0, entonces es un punto fijo y el resultado se sigue inmediatamente

tomandoJ = {c}. Por otro lado, sea(p, q) ∈ I2\I0. Notemos queωF (p, q) ⊆ I0
(idéntica prueba que en el apartado (a1) de (A), tomandoI = [a, b]). ComoI2 es un
compacto,ωF (p, q) 6= ∅. Si ωF (p, q) = {(0, c)}, el resultado es verdadero tomando de
nuevoJ = {c}. ComoF es una aplicación continua, entonces el conjuntoωF (p, q) es
cerrado. Así, si(p, q) ∈ I2\I0 es suficiente probar queωF (p, q) = {0}× J dondeJ ⊆ I
es un intervalo. Para conseguir este propósito, sean(0, a) y (0, b) enωF (p, q), donde
a < b. Seaa < c < b. Entonces, si comprobamos que(0, c) ∈ ωF (p, q) el resultado
estará probado.

Seaj0 un entero positivo tal que(p, q) ∈
2j0+10−1
⋃

n=0

(Aj0n,2 ∪ A
j0
n,1). Tomemosε > 0 e i0 un

entero positivo satisfaciendo las siguientes propiedades:

(b1) a+ ε < c < b− ε,

(b2) 1
2i0

+ 1
2i0+10 < ε,

(b3) ε+ 1
2i0+1 <

b−a
2

,

(b4) i0 ≥ j0 + 1.

Como(0, a) y (0, b) son puntos deωF (p, q), existenk1 y k2 enteros positivos tales
que

fks(p) ≤ d(F ks(p, q), (0, λ)) <
1

2i0
;

dondes ∈ {1, 2} y λ ∈ {a, b}. Así, obtenemos queF ks(p, q) ∈
2is+10−1
⋃

n=0

(Aisn,2 ∪ Aisn,1)

conis > i0, s ∈ {1, 2}. Por tanto,

∣

∣π2(F
ks(p, q)) − λ

∣

∣ ≤ d(F ks(p, q), (0, λ)) <
1

2i0
< ε

si s ∈ {1, 2} y λ ∈ {a, b}. Así, por un ladoπ2(F
k1(p, q)) < a + ε y por otro lado

π2(F
k2(p, q)) > b−ε. Usando estas dos propiedades y por la elección deε e i0, tenemos

π2(F
k2(p, q)) − π2(F

k1(p, q)) > b− a− 2ε >
1

2i0
>

1

2i1+10
= δ1 ≥M(F k1(p, q)).

Por (b4), usando las partes (a) y (b) del Lema 3.2.4 y el hechoa+ ε < c < b− ε, existe
k3, y por consiguiente un entero positivoi3, tal quek1 ≤ k3 ≤ k2 verificando

∣

∣π2(F
k3(p, q)) − c

∣

∣ ≤M(F k3(p, q)) (3.6)
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y

F k3(p, q) ∈
2i3+10−1
⋃

n=0

(Ai3n,2 ∪A
i3
n,1).

Comok1 ≤ k3, entoncesi0 < i1 ≤ i3 y así se tiene,δi3 < δi0 y

π1(F
k3(p, q)) ≤

1

2i1−1
≤

1

2i0
. (3.7)

Por (3.6) y (3.7) obtenemos

0 < d(F k3(p, q) − (0, c)) =

√

[π1(F k3(p, q))]2 + [π2(F k3(p, q)) − c]2

≤ π1(F
k3(p, q)) +

∣

∣π2(F
k3(p, q)) − c

∣

∣

≤
1

2i0
+M(F k3(p, q)) ≤

1

2i0
+ δi3

<
1

2i0
+ δi0 =

1

2i0
+

1

2i0+10
< ε.

Por tanto,(0, c) ∈ ωF (p, q) y asíωF (p, q) = {0} × J dondeJ ⊆ I es un intervalo,
comprobando la parte(B) y finalizando la prueba.

Observación 3.2.5.1.Un problema a estudiar en el futuro es la construcción de apli-
caciones universales para otros tipos de familias de conjuntosω-límiteA, por ejemplo,
si consideramosA = {{0} × ([a1, b1] ∪ [a2, b2]) : ai, bi ∈ I} (enA se consideran las
uniones de dos intervalos degenerados, es decir, la unión dedos puntos pero se excluyen
conjuntos de la forma[a, b] ∪ {p} ya que dicho conjunto no es unω-límite en la fibra
I0 paraC∆(I2) por la propiedad de la incompresibilidad débil, véase Teorema 1.3.5).
Notemos que por la fuerte invarianza de los conjuntosω-límite, la eventual aplicación
universalF construida para la familiaA, en la fibraI0 será la identidad.

Siguiendo las técnicas presentadas en este capítulo hemos conseguido, dados dos
intervalos concretos y no degenerados en la fibraI0, definir explícitamente una aplica-
ción que depende de ambos intervalos y que los tiene como conjuntoω-límite (véase
[BGM2 04]). Pero, al intentar dar el paso para obtener la universalidad se rompe la
continuidad de la aplicación.

3.3. D-universalidad

En esta sección estudiaremos el problema de la existencia deaplicaciones univer-
sales en sentido débil para los conjuntosω-límite generados por todas las aplicaciones
continuas definidas en una variedad compactam-dimensionalM y en un grafoG (véa-
se [CGSS 04]). Es decir, analizaremos la existencia de aplicacionesψ ∈ C(M) (res-
pectivamenteψ ∈ C(G)) tales que para cada conjuntoA ∈ WC(M) (respectivamente
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A ∈ WC(G)) existeÃ, copia homeomorfa deA, enW(ψ). Comenzaremos con algunos
resultados generales sobre conjuntosω-límite.

Lema 3.3.1.SeaX un espacio métrico compacto,ψ ∈ C(X) yM ∈ W(ψ). Si el interior
deM es distinto de vacío, entonces existey ∈M tal queωψ(y) = M .

Demostración.ComoM ∈ W(ψ), existex ∈ X tal queωψ(x) = M . Al ser Int(M) 6= ∅

y abierto, existe un enterok tal queψk(x) ∈ Int(M). Seay := ψk(x), entoncesωψ(y) =

M . En efecto, trivialmenteωψ(y) ⊆ ωψ(x). Por otro lado, seaz ∈ ωψ(x), entonces
existe una sucesión de enteros no negativos{nl}

∞
l=0 tal queψnl(x) → z cuandol → ∞.

Tomemosl suficientemente grande de modo quenl ≥ k. Así ψnl−k(y) = ψnl(x) → z

cuandol → ∞. De dondez ∈ ωψ(y), comprobando queM = ωψ(y) cony ∈M .

Lema 3.3.2.SeaX un espacio métrico compacto,ψ ∈ C(X),M1 ∈ W(ψ) yM2 cerrado
y ψ-invariante. SiM1 ∩ Int(M2) 6= ∅, entoncesM1 ⊆ M2 (respectivamente siM2 ∩

Int(M1) 6= ∅, entoncesM2 ⊆M1).

Demostración.ComoM1 ∈ W(ψ), existex ∈ X tal queωψ(x) = M1. Por otro lado,
comoM1 ∩ Int(M2) 6= ∅ existirá un entero no negativok tal queψk(x) ∈ Int(M2).
ComoM2 es fuertemente invariante, para cadan ≥ k, ψn(x) ∈ M2. De donde se
deduce, teniendo en cuenta queM2 es cerrado, queM1 ⊆M2.

Corolario 3.3.2.1. SeaX un espacio métrico compacto,ψ ∈ C(X) yM1,M2 ∈ W(ψ).
Si Int(M1) ∩ Int(M2) 6= ∅, entoncesM1 = M2.

Una vez presentados estos resultados generales sobre conjuntosω-límite, pasamos
a demostrar la no existencia de aplicaciones d-universalesen variedades compactasm-
dimensionales. Comenzamos con el casom ≥ 2.

3.3.1. Inexistencia en variedadesm-dimensionales. El casom ≥ 2

El siguiente resultado será un punto clave para probar la no existencia de aplicacio-
nes d-universales en variedades compactasm-dimensionales conm ≥ 2.

Lema 3.3.3.En I2 existe una cantidad no numerable de dendritas no homeomorfas.

Demostración.Tomemos cualquier sucesiónα = (α0, α1, . . . ) de ceros y unos, sea
k0 = 1 y para cadai ∈ {1, 2, . . .} seaki = ki−1 · (2+αi−1) =

∏i−1
l=0(2+αl). SeaC ⊂ I

un conjunto de Cantor y{cn : n ∈ N} su subconjunto denso.
Consideremosp−1,0 = (1

2
, 1) y p0,0 = (1

2
, 1

2
). Para cadai ∈ {1, 2, . . .}, tomamos

ki puntospij = (xj ,
1

2i+1 ) dondex0 < x1 < ... < xki−1 y tal que{x0, x1, ..., xki−1} =

{c0, c1, ..., cik−1}. Finalmente, definimosDα ⊂ I2 (véase Figura 3.2) como la unión de:
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p
−1,0

p0,0

p1,0 p1,1

p2,0 p2,1 p2,2 p2,3 p2,4 p2,5

k0 = 1

k1 = 2

k2 = 6

k3 = 18

Figura 3.2: Dendrita

todos los segementos entrepi,j y pi+1,j′ (i ≥ 1, (2+αi)j ≤ j′ ≤ (2+αi)j+1+αi),

el segmento entrep−1,0 y p0,0,

el conjuntoC × {0}.

Esto es una dendrita con vérticespij (i ≥ 0, j ∈ {0, 1, . . . , ki − 1}) y puntos finales
p−1,0 y (x, 0), x ∈ C. Probaremos que siα′ = (α′

0, α
′
1, . . . ) es otra sucesión de ceros y

unos diferente deα entoncesDα yDα′ son no homeomorfas, lo que finalizará la prueba.
En efecto, tomemos dos sucesiones cualesquiera de ceros y unosα, α′; los símbolos

para la construcción deDα′ se denotarán mediantek′i, p
′
ij . Seah : Dα → Dα′ un

homeomorfismo. Comop−1,0, p
′
−1,0 es el único punto final deDα, Dα′ , respectivamente,

que no es un límite de vértices, debe verificarse queh(p−1,0) = p′−1,0.
El conjuntoDα \{p0,0} tienek1 +1 = α0 +3 componentes conexas; denotemos sus

clausuras medianteL,E0, . . . , Ek1−1, dondeL es la componente que contiene ap−1,0 y
Ej es la componente que contiene ap1,j (j ∈ {0, 1, . . . , k1 − 1}). ComoL es un arco,
h(L) es también un arco. Uno de los puntos finales deh(L) esh(p−1,0) = p′−1,0. El otro
punto finalh(p0,0) es igual ap′0,0 ya que dicho punto es un vértice deDα′ (la imagen
homeomorfa de un vértice) yh(L) no contiene otro vértice (todos los puntos del arco
L excepto los dos puntos finales poseen componente numérica2). Así, la imagen de
Dα \ {p0,1} esDα′ \ {p0,1} que poseek′1 + 1 = α′

0 + 3 componentes (las clausuras de
las mismas serán denotadas medianteL′, E ′

0, . . . , E
′
k′
1
−1). Por tanto,α0 = α′

0.
Es más, comoL se transforma sobreyectivamente enL′,E0 se transforma sobreyec-

tivamente en algúnE ′
j . PeroE0, E

′
j es una dendrita homeomorfa aD(α1,α2,... ), D(α′

1
,α′

2
,... ),
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respectivamente. Analizando las componentes deE0 \ {p1,0} análogamente como antes
obtenemos queα1 = α′

1. Continuando inductivamente obtendremos queαi = α′
i para

cadai, asíα = α′. Por tanto,Dα, Dα′ son no homeomorfas siα 6= α′.

Recordemos que un espacio separable es aquel que posee una cantidad de abiertos
numerable.

Lema 3.3.4.SeaX el cubom-dimensionalIm conm ≥ 2. Entonces, no existe ninguna
aplicación d-universal paraWC(X).

Demostración.Sea{Dα}α∈A un sistema no numerable de dendritas no homeomorfas
en I2. Si m > 2 identificamosI2 con I2 × {0}m−2. Para cadaα ∈ A elegimos una
bola cerradaBα en Im disjunta deDα. Por el Teorema 1.3.4 parte (iii),Bα ∪ Dα es
un conjuntoω-límite para alguna función continua al ser la unión de dos continuos de
Peano.

Afirmamos queBα ∪ Dα, Bβ ∪ Dβ son no homeomorfos para cadaα, β ∈ A,
α 6= β. En efecto, supongamos que existe un homeomorfismoh : Bα∪Dα → Bβ ∪Dβ.
ComoDα es una componente deBα ∪ Dα, es aplicada sobreyectivamente sobre una
componente deBβ ∪ Dβ. Pero ésta no puede ser aplicada enBβ ya queDα es una
dendrita, y por ende posee interior vacío (cualquier subconjunto abierto enIm contiene
una curva cerrada simple). Así,h|Dα

: Dα → Dβ es un homeomorfismo y por el Lema
3.3.3 se sigueα = β.

Supongamos por reducción al absurdo que existe una aplicación d-universalψ :

Im → Im paraWC(X). Por tanto, para cadaα ∈ A existe un conjuntoGα, ω-límite para
ψ y que es homeomorfo aBα ∪Dα. Es evidente queGα debe poseer interior no vacío.
Por el Corolario 3.3.2.1 se sigue que los interiores deGα (α ∈ A) son disjuntos dos
a dos. Pero esto contradice el hecho de queIm sea un espacio separable, de donde se
obtiene la inexistencia de aplicación d-universal.

Para la prueba del siguiente resultado se necesita la nociónde retracción de un es-
pacio métrico (véase Definición 1.5.8).

Teorema 3.3.5.SeaX un espacio métrico compacto conteniendo una copia homeo-
morfa del cubo unidadIm para algúnm ≥ 2. Entonces, no existe ninguna aplicación
d-universal paraWC(X).

Demostración.SeaJ ⊂ X una copia homeomorfa aIm, es decir, existe un homeomor-
fismoh : J → Im. SeanBα, Dα ⊂ Im (α ∈ A) los conjuntos introducidos en la prueba
del Lema 3.3.4.

Como Im es una retracción absoluta (véase [HoYo 88, Teorema 2-34])J es una
retracción paraX. Así, existe una función continuaπ : X → J tal queπ|J = IdJ . Los
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conjuntosYα = h−1(Bα ∪Dα) son conjuntosω-límite para alguna aplicación continua
enX. Esto se sigue del hecho de que sif : Im → Im es una aplicación continua para la
que existey ∈ Im tal queBα ∪Dα = ωf(y), entoncesYα = ωh−1◦f◦h◦π(h

−1(y)). Como
cadaYα posee interior no vacío, podemos obtener una contradicciónrazonando como
en la prueba del Lema 3.3.4.

Corolario 3.3.5.1. SeaM una variedad compactam-dimensional conm ≥ 2. Enton-
ces,WC(M) no admite una aplicación d-universal.

3.3.2. Inexistencia en grafos distintos de un arco

Tras probar en la sección anterior que las variedades compactasm-dimensionales
conm ≥ 2 no admiten aplicaciones d-universales para sus conjuntosω-límite, pasa-
mos a estudiar la situación para endomorfismos definidos en grafos. Ello permitirá, en
particular, cerrar el problema para variedades compactas unidimensionales.

Comenzamos introduciendo un resultado sobre sistemas dinámicostransitivos(véa-
se [ARR 99]). Recordemos que un sistema(X, ψ) se dice transitivo, si existe un punto
x ∈ X con órbita densa enX.

Proposición 3.3.6.Cualquier grafo admite un sistema dinámico transitivo.

Para ser precisos, en [ARR 99, 3.7] se prueba únicamente que existe un sistema
dinámico transitivo en grafos que no sean árboles. Pero una ligera modificación de su
construcción proporciona una aplicación transitiva en cualquier grafo.

Lema 3.3.7.SiS1 es la circunferencia unidad, no existe ninguna aplicación d-universal
paraWC(S1).

Demostración.Seaψ : S1 → S1 una aplicación d-universal paraWC(S1). Por la Propo-
sición 3.3.6 se sigue que para algúnx ∈ S1, ωψ(x) ⊂ S1 es homeomorfo aS1, y por
tanto igual aS1. En efecto, tomemos cualquier conjuntoY ⊂ S1 homeomorfo aS1 para
el que exista un puntox ∈ S1 \ Y . SeaJ un arco enY (existe ya queS1 contiene un
arco) y seay un punto no final deJ . Entonces,Y \{y} ⊂ S1\{x, y} es no conexo, y por
endeY no es homeomorfo al círculo (si aS1 le quitamos un punto permanece conexo).

SeaJ ⊂ S1 un arco con puntos finalesp, q. Seaf cualquier función transitiva en
J que fija los puntos finalesp, q. Extendemosf a S1 de modo que funciona como la
identidad enS1 \ J . En estas condiciones,f es una función continua y posee aJ como
uno de sus conjuntosω-límite. Así, usando la d-universalidad deψ, existey ∈ S1 tal que
ωϕ(y) es homeomorfo aJ . Pero entonces, los interiores deωϕ(x) y ωϕ(y) intersecan y
por el Corolario 3.3.2.1 dichos conjuntos son iguales. Estoes una contradicción ya que
un círculo y un arco son diferentes.
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Podemos completar ahora el Corolario 3.3.5.1, teniendo información para cualquier
tipo de variedad compacta finito dimensional.

Corolario 3.3.7.1. SeaM una variedad compactam-dimensional (m ≥ 1). Entonces,
WC(M) admite una aplicación d-universal si y sólo siM es un arco (y por endem = 1).

Estudiemos ahora la situación para grafos distintos deS1.

Lema 3.3.8.Si X es una3-estrella. Entonces no existe ninguna aplicación d-universal
paraWC(X).

Demostración.Denotemos medianteb el vértice deX y con a1, a2, a3 los tres puntos
finales deX. Seanp, q cualquier par de puntos distintos del interior del arcoba3 (p está
más cerca deb queq). Definimos el conjuntoY como el conjunto obtenido de eliminar
enX el interior del subarcopq del arcoba3; Y posee dos componenetes: la3-estrellaX ′

con vérticeb y puntos finalesa1, a2, p, y el arcoJ = qa3.

b

a1

a2

a3

p

q

Figura 3.3: Letra Y

Afirmamos queY = X ′ ∪ J es un conjuntoω-límite para algún endomorfismo
continuo definido enX. Por el Lema 3.6 de [ARR 99] se sigue que existen funciones
continuas sobreyectivasϕ : J → X ′ y ψ : X ′ → J tales queψ ◦ ϕ es transitiva enJ .
Seaξ : pq → X una función continua tal queξ(p) = ψ(p), ξ(q) = ϕ(q) (su existencia
se sigue de la conexión por arcos deX). Definimosf enX como

f(x) =















ϕ(x) si x ∈ J,

ψ(x) si x ∈ X ′,

ξ(x) si x ∈ pq.

Claramentef es continua. Comof 2|J = ψ ◦ϕ es transitiva enJ y f(J) = X ′, f(X ′) =

J , la funciónf |X′∪J es transitiva. En efecto, six0 ∈ J es un punto transitivo paraf 2|J ,
entonces la clausura de{f 2n(x0)}n≥1 esJ y por ende la clausura de{f 2n+1(x0)}n≥1 es
f(J) = X ′, asíx0 es un punto transitivo paraf |X′∪J y ωf(x0) = X ′ ∪ J = Y .
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Seaψ : X → X una aplicación d-universal. Usando el resultado precedente y la
Proposición 3.3.6, tenemos que para algúnx, y ∈ X el conjuntoωψ(x), ωψ(y) es ho-
meomorfo aX, Y , respectivamente. Como el único vértice deX es el puntob que está
en su interior,ωψ(x) contiene ab en su interior. Análogamente paraωψ(y). Ahora la
contradicción se sigue, como en el Lema antertior, por el Corolario 3.3.2.1 y por la no
existencia de un homeomorfismo entre enX eY .

Nótese que la prueba anterior puede modificarse fácilmente para demostrar la inexis-
tencia de aplicación d-universal en cualquier grafoX diferente de un arco con End(X) 6=

∅.

Proposición 3.3.9.SeaX un grafo. Entonces, un conjunto cerrado y no vacíoY ⊂

X es una retracción deX si y sólo si es conexo. Es decir, las retracciones deX son
exactamente sus subgrafos.

Demostración.Por [N 92, 9.10.1] cualquier subcontinuo deX es un grafo. Ahora, como
cualquier subgrafo deX puede ser construido eliminando una cantidad finita de arcos
abiertos enX, sin pérdida de generalidad podemos suponer queY = X \ Int(J), donde
J ⊂ X es un arco que no contiene ningún vértice deX en su interior. Denotemos los
puntos finales deJ mediantep y q.

ComoY es conexo, existe un subgrafoY ′ ⊂ Y tal queY ′ ∪ J es una curva cerrada
simple, es decir, existe un homeomorfismoh : S1 → Y ′∪J , dondeS1 = {z ∈ C : |z| =

1}. Podemos suponer queh(1) = p, h(−1) = q y h([−1, 1]) = J , donde[−1, 1] = {z ∈

S1 : Real(z) > 0}. Ahora una retracciónπ deX sobreY puede definirse como

π(x) =

{

x si x ∈ Y,

h(1/h−1(x)) si x ∈ J.

Teorema 3.3.10.SeaX un grafo. Entonces,WC(X) admite aplicación d-universal si y
sólo siX es un arco.

Demostración.El hecho de que el intervalo unidad (y por tanto cualquier arco) admite
aplicación d-universal fue probado en [SP 00]. SiX es una curva cerrada simple o una
3-estrella, entonces no existen aplicaciones d-universales como se comprobó respecti-
vamente en los Lemas 3.3.7 y 3.3.8.

SeaX un grafo que no sea ni un arco, ni una curva cerrada simple, ni una3-estrella.
Entonces por [N 92, 9.5] el conjuntoB(X) de todos los vértices es no vacío.

ComoX admite una aplicación transitiva (véase Proposición 3.3.6), una aplicación
d-universalψ tendría como conjuntoω-límite aX∗ ⊂ X homeomorfo aX. El conjunto
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X∗ contiene un entorno de B(X). (De hecho, cualquier homeomorfismoX → X∗ envía
biyectivamente B(X) sobre sí mismo y, más aún, preserva el orden de los vértices. Para
comprobar esto, nótese que existe una cantidad finita de vértices y que el homeomorfis-
mo considerado no puede mandar un vértice a otro vértice de menor orden.)

Además,ψ tiene un conjuntoω-límiteY ∗ ⊂ X que es una 3-estrella. Para comprobar
esto, seaY cualquier 3-estrella enX y seaπ : X → Y una retracción (véase Proposición
3.3.9). Por la Proposición 3.3.6 existe una aplicación transitiva f : Y → Y . Entonces,
f ◦ π es una aplicación continua enX para la queY es conjuntoω-límite.

El grafoX∗ contiene un entorno de B(X) y el vértice de la 3-estrellaY ∗ vive en
B(X). Se sigue que los interiores (enX) de los conjuntosX∗ eY ∗ intersecan (en algún
punto distinto del vértice deY ∗). Por el Corolario 3.3.2.1,X∗ = Y ∗, lo que es imposible
ya queX∗ no es una 3-estrella.

3.3.3. Espacios finitos y problemas abiertos

Finalizamos el capítulo mostrando que en el caso de espaciosfinitos, dotados con la
topología discreta, no existen aplicaciones d-universales. Además, planteamos algunos
problemas que pueden ser objeto de estudio en el futuro.

Lema 3.3.11.Si X es un espacio no degenerado finito dotado de la topología discreta,
entoncesWC(X) no admite ninguna aplicación d-universal.

Demostración.SeaX = {x1, . . . , xn} y ψ : X → X una aplicación d-universal para
WC(X). La permutaciónx1 → x2 → · · · → xn → x1 es una aplicación transitiva,
asíX es un conjuntoω-límite. Su única copia homeomorfa enX es el conjuntoX (por
razones de cardinalidad), así para algúnx se tieneX = ωψ(x). Además,Y = {x1} es un
conjuntoω-límite (basta tomar una aplicación constante), así para algúny ∈ X, ωψ(y)

es homeomorfo aY . Pero comoInt(ωψ(x)) ∩ Int(ωψ(y)) 6= ∅, el Corolario 3.3.2.1
implica queωψ(x) = ωψ(y), es decir,X es un espacio degenerado.

Problema 3.3.12.SeaX un espacio compacto cero-dimensional (es decir, posee una ba-
se de abiertos y cerrados). ¿Será verdad queWC(X) admite una aplicación d-universal?
Quizás tal aplicación podría construirse análogamente a lapresentada en [SP 00]. Suge-
rimos para el futuro analizar qué ocurre en espacios contables y conjuntos tipo Cantor.

Problema 3.3.13.¿Existe una dendrita que admita una aplicación d-universalpara los
conjuntosω-límite generados por todas las funciones continuas definidas sobre ella?

Conjeturamos que la respuesta es con mucha probabilidad negativa. Esto puede pro-
barse análogamente a como se hizo para aplicaciones definidas en grafos si, por ejemplo,
la dendrita contiene al menos uno, pero sólo una cantidad finita, de vértices de orden
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3 (o 4 o 5 . . . ). Entonces es suficiente usar el hecho de que cualquier subgrafo es una
retracción de una dendrita y buscar dos subgrafos no homeomorfos que sean copias
homeomorfas respectivamente de otros que posean un punto interior en común (por
ejemplo un vértice de orden 3). Así la prueba sería similar a la del Teorema 3.3.10.

Las dendritas que quedan son aquellas que para cadam ≥ 3, o poseen una cantidad
infinita, o no poseen vértices de ordenm. Si, por ejemplo, una dendritaX posee una
cantidad infinita de vértices de orden4, entonces probablemente contendrá una canti-
dad no numerable de subdendritas no homeomorfas (que serán todas retracciones de la
dendrita original y son espacios transitivos) y podremos deducir una contradicción en el
mismo modo que en el Teorema 3.3.5.
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Capítulo 4

Clausura Hausdorff deW(ψ)

En este Capítulo estudiaremos el problema (P3) para la clasede las aplicaciones
triangulares definidas enI2. Como ya se comentó en la Introducción, en 1996 A. Blokh
et al. (véase [BBHS 96]) estudiaron las propiedades de clausura en la topología métrica
de Hausdorff (dH) enI, de la familiaW(f) de todos los conjuntosω-límite producidos
por una función continuaf definida en el intervalo. Obtuvieron queW(f) es un conjun-
to compacto en el espacio de todos los subconjuntos cerradosde I, (K(I), dH), dotado
de la métrica de Hausdorff.

En [BBHS 96] se pone de manifiesto, paraψ ∈ C(X), el interés de considerar la
clausura deW(ψ) en (K(X), dH), ya que por un lado, existe relación entre la propie-
dad dedH-clausura deW(ψ) y las propiedades caóticas de la aplicaciónx → ωψ(x).
Por otro lado, en el caso en queW(ψ) seadH-cerrado, tenemos un método para la
construcción de conjuntosω-límite a través del uso de sucesionesdH-convergentes de
conjuntosω-límite. En efecto, siψ ∈ C(X) y W(ψ) esdH-compacto, dada una sucesión
(ωn)n∈N enW(ψ) dH-convergente a un conjuntoA ⊆ X, entonces existex ∈ X tal que
A = ωψ(x).

4.1. El caso bidimensional:C(I2)

Como comentario general puede decirse que, al contrario de lo que ocurre en el caso
unidimensional, la propiedad de clausura deW(F ) en (K(I2), dH) dondeF ∈ C(I2),
no es válida, e incluso pueden construirse ciertos ejemplossencillos, mostrando la no
compacidad, dentro de la clase de las aplicaciones triangulares. Por ejemplo, basta tomar

75
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como función basef la identidad sobreI y como función fibra una función transitiva
gx, para cadax ∈ I (es decir, existey ∈ I tal queωgx

(y) = I), satisfaciendogx → Id|I0
cuandoxց 0.

El hecho de que la propiedad de cierre no se verifique en el ejemplo anterior y,
probablemente, para la mayoría de las transformaciones bidimensionales no es ningu-
na sorpresa ya que, informalmente hablando, el conjuntoω-límite global (es decir, la
unión de los conjuntosω-límite de todos los puntos del espacio) es“muy grande”. En
particular, en el ejemplo anterior, elω-límite global esI2\I0 .

Centremos nuestra atención en elementos deC∆(I2) que poseen una dinámica cerca-
na a la de las funciones del intervalo. Es decir, consideremos aplicaciones triangulares
enI2 que producen conjuntosω-límite sólo en una fibra que podemos suponer, sin pér-
dida de generalidad, que es la fibraI0 (para detalles sobre esta clase de aplicaciones
triangulares véanse, por ejemplo, [KS 92/93], [BGM 01] o [BGM 02]). Para este tipo
de aplicaciones triangulares, existen ejemplos (los presentados en el Capítulo 2, Sección
2.1.1 y en el Capítulo 3, Sección 3.2.1) donde la propiedad declausura en la métrica de
Hausdorff se satisface para la familia de todos los conjuntosω-límite. Por tanto, si de-
finimos medianteCfib

∆ (I2) a la familia de las aplicaciones triangularesF que satisfacen
la propiedad de queW(F ) ⊂ I0, parece razonable conjeturar que para los elementosF

de esa subclase, que poseen un comportamiento dinámico cercano al unidimensional,
se satisfaga queW(F ) esdH-cerrado. El análisis de esta cuestión será objeto de estudio
en la siguiente sección.

4.2. El caso triangular:Cfib
∆ (I2)

En esta sección mostraremos que, en contra de la evidencia, la propiedad de clausura
en la métrica de Hausdorff no se mantiene en la claseCfib

∆ (I2). Para ello construiremos
el oportuno contraejemplo. La idea es encontrar un elementoF en Cfib

∆ (I2), de modo
que exista una sucesión de puntos{(pi, qi)}i∈2N, tales que la sucesión de sus conjuntos
ω-límitedH-converge a un conjunto de la forma{0}× [a, b] en la fibraI0. Por otro lado,
y destacamos este punto, obtenemos una propiedad sobre los conjuntosω-límite deF
(véase Lema 4.2.6) que nos permite probar que no existe ningún punto(p, q) ∈ I2 tal
queωF (p, q) = {0}× [a, b]. Por tanto,W(F ) no será un conjuntodH-cerrado enK(I2).

4.2.1. Construcción del elemento deCfib
∆ (I2)

En lo que sigue, denotaremos medianteπi, i ∈ {1, 2}, a lasproyecciones canónicas
de I2 sobreI. Para cadai ∈ {1, 2, ...} y por razones técnicas, consideremosεi y δi
elegidos del siguiente modo:
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εi =
1

22i+10
, δi =

1 − λi
2i+10

donde λi =

i
∑

j=1

1

2j+10
.

SeaJi el intervalo[ 1
2i ,

1
2i−1 ]. Dividámoslo en2i+10 subintervalos de la forma:

Ji =

[

1

2i
,

1

2i−1

]

=

2i+10−1
⋃

n=0

[

1

2i
+ nεi,

1

2i
+ (n+ 1)εi

]

.

Por otro lado, para cadan ∈ {0, ..., 2i+10 − 1}, consideramos las zonas deI2:

(a) Ain,1 =
[

1
2i + nεi,

1
2i + (n+ 1

2
)εi
]

× I,

(b) Ain,2 =
[

1
2i + (n+ 1

2
)εi,

1
2i + (n+ 1)εi

]

× I.

Se deduce inmediatamente que

(c) Ji × I =
2i+10−1
⋃

n=0

[

1
2i + nεi,

1
2i + (n+ 1)εi

]

× I =
2i+10−1
⋃

n=0

(Ain,2 ∪A
i
n,1).

Definición 4.2.1.Tras hacer las divisiones previas enI, introducimos la siguiente apli-
cación triangular enI2:

F : (x, y) → (f(x), g(x, y))

donde
(A) f : I → I es la función base tipo Kolyada para la sucesión deεi descrita previa-
mente.
(B) g : I2 → I

(b1) Si i es impar (n ∈ {0, 1, ..., 2i+10 − 1}):

Si (x, y) ∈ Ain,2, entonces

g(x, y) =

{

y − 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

+ δi si y ∈ [M, 1],

0 si y ∈ [0,M ].

dondeM = 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

− δi.

Si (x, y) ∈ Ain,1, entonces

• Sin = 0,

g(x, y) =

{

y − 2δi+1

εi
(x− 1

2i ) + δi+1 si y ∈ [0,M ],

1 si y ∈ [M, 1].

dondeM = 1 + 2δi+1

εi
(x− 1

2i ) − δi+1.
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• Sin > 0,

g(x, y) =

{

y + 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

− δi si y ∈ [M, 1],

0 si y ∈ [0,M ].

dondeM = −2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

+ δi.

(b2) Si i es par (n ∈ {0, 1, ..., 2i+10 − 1}):

Si (x, y) ∈ Ain,2, entonces

g(x, y) =

{

y + 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

− δi si y ∈ [0,M ],

1 si y ∈ [M, 1].

dondeM = 1 − 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

+ δi.

Si (x, y) ∈ Ain,1, entonces

• Sin = 0,

g(x, y) =

{

y + 2δi+1

εi
(x− 1

2i ) − δi+1 si y ∈ [M, 1],

0 si y ∈ [0,M ].

dondeM = −2δi+1

εi
(x− 1

2i ) + δi+1.

• Sin > 0,

g(x, y) =

{

y − 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

+ δi si y ∈ [0,M ],

1 si y ∈ [M, 1].

dondeM = 1 + 2δi
εi

(

x− ( 1
2i + nεi)

)

− δi.

Observación 4.2.1.1.El comportamiento dinámico de la aplicaciónF , anteriormente
definida, puede resumirse como sigue y será verificado en la siguiente sección (véase
Lema 4.2.3).

Sea(p, q) un punto enJi × I, i ∈ {1, 2, ...}. Entonces, su órbita puede pensarse
como el movimiento de una cierta“onda discreta” cuya amplitud disminuye a partir de
Ji+2 × I (véase Figura 4.1).

Notemos que cuando el punto(p, q) pertenece aJi×I coni impar (respectivamentei
par), sus iteradas sufren una disminución (respectivamente un aumento) de su tendencia
de crecimiento en altura hasta alcanzar las zonasAi0,1 oAi+1

2i+11−1,2, donde esta tendencia
de crecimiento se invierte.
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Cuandoi es impar y(p, q) no pertenece aAi0,1 o i es par y(p, q) perteneceAi0,1, si el
valor deM asociado a(p, q) en la definición deF , denotado porM(p, q), es cero (véase
Figura 4.1 punto�), la onda es una línea horizontal y por tanto su amplitud total es cero.

Por un lado, si suponemos que las iteradas de(p, q) no intersecan conI × {0} en-
tonces:

(a) siM(p, q) es igual aδi, la amplitud inicial de la onda (diferencia en altura entre su
primera cima y valle (véase Definición 4.2.4)) es la mayor de todas las amplitudes
parciales (diferencia en altura entre cima y valle consecutivos) e igual a1 − λi+1

(véase Figura 4.1 punto•);

(b) si M(p, q) ∈ (0, δi) (véase Figura 4.1 puntoH), la amplitud inicial de la onda
toma valores entre cero y1 − λi+1.

Por otro lado, la órbita de(p, q) puede intersecar aJi×{0}. SiF n(p, q) es la primera
iterada en zonaJi× I, perteneciendo aJi×{0}, las siguientes iteradasF k(p, q), k ≥ n,
permanecen enJi×{0} hasta alcanzar la siguiente zonaJi+1 × I (véase por ejemplo en
la Figura 4.1 el puntoN).

Cuando(p, q) ∈ Ai0,1 con i impar, o(p, q) /∈ Ai0,1 con i par, tenemos una situación
análoga paraM(p, q) ∈ [1 − δi, 1].
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.......................

{

δ2

Figura 4.1: Iteradas deF

Nota 4.2.2. Sobre la Figura 4.1 destacamos que, para cada punto(p, q) ∈ I2\I0, la
diferencia en altura entre dos iteradas consecutivas en zonaJi × I es la misma mientras
que ninguna de ellas intersecte aI × {0} (si i es impar) oI × {1} (si i es par).
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4.2.2. Análisis de la dinámica

En esta sección analizamos la dinámica de la aplicaciónF . El siguiente resultado,
cuya prueba es análoga a la del Lema 3.2.4 para otros valores de δi, por un lado, esta-
blece cotas para la diferencia en altura entre cada dos iteradas consecutivas porF de un
punto deI2\I0 y, por otra parte, describe su forma.

Lema 4.2.3. Sea(p, q) ∈ Ji0 × I. Entonces, se satisfacen las siguientes propiedades
dondei0, i1 ≥ 1 y k ≥ 0 son enteros:

(a) SiF k(p, q) ∈ Ji1 × I:

(a1) 0 ≤
∣

∣π2(F
k(p, q)) − π2(F

k+1(p, q))
∣

∣ ≤ M(F k(p, q)) si i1 es impar,

(a2) 0 ≤
∣

∣π2(F
k(p, q)) − π2(F

k+1(p, q))
∣

∣ ≤ 1 −M(F k(p, q)) si i1 es par,

dondeM(F k(p, q)) es, respectivamente,
M(p,q)δi1

δi0
si io e i1 son ambos impares,

(1−M(p,q))δi1
δi0

si i0 es par ei1 es impar,1 −
M(p,q)δi1

δi0
si io es impar ei1 es par y

1 −
(1−M(p,q))δi1

δi0
si i0 e i1 son ambos pares.

(b) Consideremosi ≥ i0 + 1, F ki(p, q) la primera iterada de(p, q) en Ji × I y
n ∈ {0, 1, ..., 2i+10 − 1}. Entonces:

(b1) Si (p, q) ∈ Ai0n,2 y j ∈ {0, 1, ..., 2i+10 − 1}:

1) π2(F
ki+j(p, q)) ≥ π2(F

ki+j+1(p, q)), si i es impar.

2) π2(F
ki+j(p, q)) ≤ π2(F

ki+j+1(p, q)), si i es par.

(b2) Si (p, q) ∈ Ai0n,1\
(

{ 1
2i0

+ nεi0} × I}
)

y j ∈ {−1, 0, 1, ..., 2i+10 − 2}:

1) π2(F
ki+j(p, q)) ≥ π2(F

ki+j+1(p, q)), si i es impar.

2) π2(F
ki+j(p, q)) ≤ π2(F

ki+j+1(p, q)), si i es par.

Definición 4.2.4.Sea(p, q) ∈ I2\I0. Diremos que la iteradaF k(p, q), k > 0 entero, es
una cima del punto(p, q) (respectivamente un valle) si

π2

(

F k−1(p, q)
)

< π2

(

F k(p, q)
)

> π2

(

F k+1(p, q)
)

( respectivamenteπ2

(

F k−1(p, q)
)

> π2

(

F k(p, q)
)

< π2

(

F k+1(p, q)
)

).

Observación 4.2.4.1.Destacamos los siguientes hechos:

(a) En general, cuando un punto(x, y) ∈ I 1

2i
, i entero positivo, consideramos el punto

enJi+1 × I para su proceso de iteración medianteF .
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(b) Por la definición deF y el Lema 4.2.3, para cada punto(p, q) ∈ I2\I0 tal que
M(p, q) /∈ {0, 1}, existe una cantidad infinita de valles y cimas que se siguen al-
ternativamente una a otra. Es más, por la parte (b) del Lema 4.2.3 siπ2(F

k(p, q))

es un valle (respectivamente una cima) yπ2(F
k′(p, q)), k < k′, es la cima conse-

cutiva (respectivamente el valle consecutivo), para cada enterol, k ≤ l ≤ k′, se
tieneπ2(F

k(p, q)) ≤ π2(F
l(p, q)) ≤ π2(F

k′(p, q))

(respectivamenteπ2(F
k(p, q)) ≥ π2(F

l(p, q)) ≥ π2(F
k′(p, q))).

Lema 4.2.5.Seai ∈ 2N∗ dondeN∗ = N\{0} . Entonces:

F

k
∑

j=1

2i+j+10

(
1

2i
, 1) =

{

(

1
2i+k , ξi,k

)

si k es impar,
(

1
2i+k , 1 + ξi,k

)

si k es par.

dondeξi,k =
k
∑

j=1

(−1)j+1λi+j y
k
∑

j=1

2i+j+10 = 0 si k = 0.

Demostración.Primero, es inmediato por las definiciones que

ξi,k =
1

210

(

1 −
1

3 · 2i
(1 +

1

2k
)

)

(k impar) (4.1)

y

1 + ξi,k = 1 −
1

3 · 2i+10

(

1 −
1

2k

)

(k par). (4.2)

Por (4.1) y (4.2), para cadak ∈ N∗, ξi,k y 1 + ξi,k pertenecen aI. Así, como
d(I 1

2i+k
, I 1

2i+k−1
) = 1

2i+k y 1
2i+k = εi+k2

i+k+10, por la definición def ,

f 2i+k+10

(
1

2i+k−1
) =

1

2i+k−1
− 2i+k+10εi+k =

1

2i+k
. (4.3)

Para establecer el resultado procederemos por inducción sobrek. El casok = 0 es
claro ya queF 0 es la aplicación identidad. Supongamos quek = 1. Entonces, la itera-

da de( 1
2i , 1) de orden

1
∑

j=1

2i+j+10 esF 2i+11

( 1
2i , 1). Ahora, estudiamos cada coordenada

separadamente. Para la primera tenemos, por (4.3),f 2i+11

( 1
2i ) = 1

2i+1 y para la segunda,

π2

(

F 2i+11

(
1

2i
, 1)

)

= 1 − 2i+11δi+1 = λi+1,

probando el casok = 1. Supongamos, como hipótesis de inducción, que el resultadoes
cierto parak − 1 ≥ 0 y probaremos que funciona parak. De nuevo, estudiamos cada
coordenada separadamente. Por la hipótesis de inducción y (4.3), la primera coordenada
satisface

f

k
∑

j=1

2i+j+10

(
1

2i
) = f 2i+k+10



f

k−1
∑

j=1

2i+j+10

(
1

2i
)



 = f 2i+k+10

(

1

2i+k−1

)

=
1

2i+k
.
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Ahora, analicemos qué ocurre con la segunda coordenada. Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, quek es par, el casok impar es análogo usando la parte adecuada
de la expresión de la hipótesis de inducción.

Comok − 1 es impar, por la hipótesis de inducción

π2



F

k
∑

j=1

2i+j+10

(
1

2i
, 1)



 = π2



F 2i+k+10



F

k−1
∑

j=1

2i+j+10

(
1

2i
, 1)









= π2

(

F 2i+k+10

(

1

2i+k−1
,
k−1
∑

j=1

(−1)j+1λi+j

))

,

de donde, por (4.3), los hechosξi,k, 1 + ξi,k ∈ I y la definición deF obtenemos

π2



F

k
∑

j=1

2i+j+10

(
1

2i
, 1)



 =
k−1
∑

j=1

(−1)j+1λi+j + 2i+k+10δi+k

= 1 +
k
∑

j=1

(−1)j+1λi+j,

lo que establece el paso inductivo y finaliza la prueba.

Observación 4.2.5.1.Por el Lema 4.2.3 parte (b) y el Lema 4.2.5, no es difícil notar
que las sucesiones de valles y cimas de un punto( 1

2i , 1), i ∈ 2N∗, son respectivamente

{(Tk, tk)}k∈2N∗+1 =

{(

1

2i+k
, ξi,k

)}

k∈2N∗+1

(valles)

{(Ck, ck)}k∈2N∗+2 =

{(

1

2i+k
, 1 + ξi,k

)}

k∈2N∗+2

(cimas).

Lema 4.2.6.Si (p, q) ∈ I2\I0, la aplicación triangularF satisface las siguientes pro-
piedades:

(a) siM(p, q) ∈ {0, 1}, entoncesωF (p, q) = {(0, q)},

(b) siM(p, q) /∈ {0, 1}, entonces(0, 1) /∈ ωF (p, q).

dondeM(p, q) es el valor deM asociado a(p, q) por la Definición 4.2.1.

Demostración.(a) Por la definición deF y el Lema 4.2.3 parte (a), siM(p, q) ∈ {0, 1}

entonces, para cadak ∈ N∗, F k(p, q) = (ak, q) conak 6= 0 y ak → 0 cuandok → ∞.
Por tanto, obtenemos queωF (p, q) = {(0, q)}.
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(b) Seai0 un entero positivo tal que(p, q) ∈ Ji0 × I. Podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, quei0 es impar. En el casoi0 par, el siguiente razonamiento sería análogo
usandoi0 + 2l − 1 en lugar dei0 + 2l, con l ≥ 2 entero. Esto se probará en dos
pasos. Primero, mostraremos que la sucesión de las segundascoordenadas de las cimas
de (p, q) medianteF es estrictamente decreciente (es cierto también, y la prueba es
análoga, que la sucesión de las segundas coordenadas de los valles de(p, q) medianteF
es estrictamente creciente). En efecto, fijamos un enterol ≥ 2. ComoM(p, q) /∈ {0, 1},
por el Lema 4.2.3 parte (b), existeF k(p, q), k ∈ N, una cima de(p, q) en el conjunto
Ai0+2l

2i0+2l+10−1,2
∪Ai0+2l−1

0,1 \
(

{ 1
2i0+2l−1} × I

)

. En ambas situaciones, la siguiente cima del

punto(p, q) medianteF se alcanza enF k′(p, q), dondek′ = k + 2i0+2l+10 + 2i0+2l+11.
Ahora, por el Lema 4.2.3 parte (a) (expresión deM(F k(p, q))) y Observación 4.2.4.1
parte (b), para esta nueva cima se tiene:

π2(F
k′(p, q)) = π2(F

k(p, q)) − 2i0+2l+10M(p, q)δi0+2l

δi0
+ 2i0+2l+11M(p, q)δi0+2l+1

δi0

= π2(F
k(p, q)) +

M(p, q)

δi0
(−λi0+2l + λi0+2l+1).

Comoλi0+2l < λi0+2l+1, entoncesπ2(F
k′(p, q)) < π2(F

k(p, q)), obteniendo lo deseado.

Ahora, como segundo paso mostraremos que(0, 1) /∈ ωF (p, q). Como hicimos an-
tes, para cada enterol ≥ 2 sea(αl, βl) la cima de(p, q) existente enAi0+2l

2i0+2l+10−1,2
∪

(

Ai0+2l−1
0,1 \

(

{ 1
2i0+2l−1} × I

))

. Por el primer pasoβ2 < β1 ≤ 1. Seaε = mı́n{ 1
2i0+3 , 1 −

β2} > 0. Supongamos que el punto(0, 1) ∈ ωF (p, q). Entonces, existes ∈ N∗ tal que

0 < d(F s(p, q), (0, 1)) < ε. (4.4)

Por tanto,|π2(F
s(p, q)) − 1| < ε ≤ 1 − β2 y, como0 ≤ π2(F

s(p, q)) ≤ 1, obtenemos
1 − π2(F

s(p, q)) < 1 − β2, de donde operando concluimos que

β2 < π2(F
s(p, q)). (4.5)

Seai1 un entero positivo tal queF s(p, q) ∈ Ji1 × I. Por (4.4) y la definición deε,
f s(p) < 1

2i0+3 . Así, i1 ≥ i0 + 4. En esta situación, el primer paso y la parte (b) de la
Observación 4.2.4.1 garantizan que ocurreπ2(F

s(p, q)) ≤ β2 lo que no es posible por
(4.5). Así,(0, 1) /∈ ωF (p, q) y (b) queda probado.

Lema 4.2.7.Sea(p, q) ∈ I2\I0. Si{(α′
k, β

′
k)}k∈2N∗+1 y {(αk, βk)}k∈2N∗+2 son, respecti-

vamente, sus sucesiones de valles y cimas medianteF , y si existen los límitesĺım
k→∞

β ′
k =

β ′ (k ∈ 2N∗ + 1) y ĺım
k→∞

βk = β (k ∈ 2N∗ + 2), entoncesωF (p, q) = {0} × [β ′, β].
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Demostración.Fijamos(0, c) ∈ {0}×[β ′, β] y ε > 0. Seani0, i1 ∈ N∗ enteros positivos
tales que(p, q) ∈ Ji0 × I y 1

2i1
< ε

2
. Ahora, sea∆ = máx{i0 + 1, i1 + 1} y definamos

i2 =

{

∆ si ∆ es impar,

∆ + 1 si ∆ es par
.

Comoc ∈ [β ′, β], por el primer paso de la parte (b) de la prueba del Lema 4.2.6 yde la
parte (a) del Lema 4.2.3 existe(x, y), iterado de(p, q) porF , tal que:

(x, y) ∈ Ji2 × I (4.6)

y

0 ≤ |y − c| ≤M(x, y) ≤ δi2 <
1

2i1
<
ε

2
. (4.7)

En estas condiciones, (4.6) garantiza la desigualdad

0 < x ≤
1

2i2−1
≤

1

2i1
<
ε

2
. (4.8)

Por (4.7) y (4.8),

0 < d ((x, y), (0, c)) =
√

x2 + (y − c)2 ≤ x+ |y − c| <
ε

2
+
ε

2

de donde obtenemos{0} × [β ′, β] ⊆ ωF (p, q).
Por otro lado, sea(γ, δ) /∈ {0} × [β ′, β]. Ahora, existen dos posibilidades:

(a) Casoγ 6= 0. Comofn(p) → 0 cuandon → ∞ y γ 6= 0, existen0 ∈ N∗ tal que

γ − fn0(p) > 0. Seaε = γ−fn0 (p)
2

> 0. Entonces, como la anterior convergencia
es estrictamente decreciente, obtenemos

γ − fn(p) ≥ γ − fn0(p) >
γ − fn0(p)

2
= ε

para cada enteron ≥ n0. Así, d((γ, δ), F n(p, q)) ≥ γ − fn(p) > ε para cada
enteron ≥ n0 y esto implica(γ, δ) /∈ ωF (p, q).

(b) Casoγ = 0 y δ /∈ [β ′, β]. Seah > 0 la distancia entre{0} × [β ′, β] y {(0, δ)}.

Consideremosε = h
2
> 0. Como ĺım

k→∞
β ′
k = β ′ (k ∈ 2N∗ + 1) y ĺım

k→∞
βk = β

(k ∈ 2N∗ + 2), existek0 ∈ N∗ tal que

|βk − β| < ε para cadak ∈ 2N∗ + 2, k ≥ k0

y
|β ′
k − β ′| < ε para cadak ∈ 2N∗ + 1, k ≥ k0.
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Seak1 ∈ 2N∗ + 2 y k2 ∈ 2N∗ + 1 tales quek1, k2 ≥ k0. Entonces:

βk1 < ε+ β y β ′ − ε < β ′
k2
. (4.9)

Ahora, existensk1 , sk2 ∈ N∗ tales queβk1 = F sk1 (p, q) y β ′
k2

= F sk2 (p, q). Sea
sk0 = máx{sk1, sk2}. Entonces, por el primer paso de la prueba del Lema 4.2.6,
la parte (b) de la Observación 4.2.4.1 y (4.9),

β ′ − ε < β ′
k2

≤ π2(F
s(p, q)) ≤ βk1 < ε+ β

para cada enteros ≥ sk0 . Por tanto,

d(F s(p, q), (γ, δ)) ≥ |π2(F
s(p, q)) − δ| > ε

para cada enteros ≥ sk0 . Así, (γ, δ) /∈ ωF (p, q).

Por (a) y (b) mostramos queωF (p, q) ⊆ {0} × [β ′, β] y la prueba finaliza.

4.2.3. Resolución de (P3) enCfib
∆ (I2)

Tras analizar en la sección anterior la dinámica deF , pasamos a probar que no
satisface la propiedad de clausura en la métrica de Hausdorfpara sus conjuntosω-límite.

Teorema 4.2.8.La aplicación continuaF introducida en la Definición 4.2.1 satisface
las siguientes propiedades:

(A) Existe una sucesión de puntos{(pi, qi)}i∈2N∗ ⊂ I2\I0 tal que:

(A1) ωF (pi, qi) = {0} × [ai, bi] conbi − ai = 1 − 1
210 .

(A2) ĺım
i→∞

ωF (pi, qi) = {0} × [ 1
210 , 1] en la topología de Hausdorff deI2.

(B) ωF (p, q) 6= {0} × [ 1
210 , 1] para cada(p, q) ∈ I2.

Demostración.(A) Sea{(pi, qi)}i∈2N∗ = {( 1
2i , 1)}i∈2N∗. Por la Observación 4.2.5.1,

para cada punto(pi, qi) de la anterior sucesión, conocemos la expresión de sus valles y
cimas medianteF . Por el Lema 4.2.7, si existen los límitesĺım

k→∞
tk = t (k ∈ 2N∗ + 1) y

ĺım
k→∞

ck = c (k ∈ 2N∗ + 2), entoncesωF (pi, qi) = {0} × [t, c]. Ahora, por (4.1) y (4.2)

respectivamente,

tk = ξi,k =
1

210

(

1 −
1

3 · 2i
(1 +

1

2k
)

)

(k ∈ 2N∗ + 1)

y

ck = 1 + ξi,k = 1 −
1

3 · 2i+10

(

1 −
1

2k

)

(k ∈ 2N∗ + 2).
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Por tanto,ĺım
k→∞

tk = 1
210

(

1 − 1
3·2i

)

(k ∈ 2N∗ + 1) y ĺım
k→∞

ck = 1− 1
3·2i+10 (k ∈ 2N∗ + 2).

Entonces, usando el razonamiento previo se verifica

ωF (pi, qi) = {0} ×

[

1

210

(

1 −
1

3 · 2i

)

, 1 −
1

3 · 2i+10

]

,

lo que establece(A1). Para probar(A2), calculamos los siguiente límites puntuales que
en este caso coincide con el límite en la topología métrica deHausdorff deI2 (véase
[E 90])

ĺım
i→∞

ωF (pi, qi) = ĺım
i→∞

(

{0} ×

[

1

210

(

1 −
1

3 · 2i

)

, 1 −
1

3 · 2i+10

])

= {0} × [
1

210
, 1].

(B) ComoF es una aplicación continua enI2, entoncesI0 es una fibra de puntos
fijos. Por tanto, para cada(0, q) ∈ I0, ωF (0, q) = {(0, q)} 6= {0} × [ 1

210 , 1]. Sea ahora
(p, q) ∈ I2\I0. Por el Lema 4.2.6 parte (a), siM(p, q) ∈ {0, 1}, entoncesωF (p, q) =

{(0, q)} 6= {0}× [ 1
210 , 1]. Por otro lado, siM(p, q) /∈ {0, 1}, entonces por el Lema 4.2.6

parte (b) el punto(0, 1) no pertenece aωF (p, q) y por tantoωF (p, q) 6= {0}×[ 1
210 , 1].

Corolario 4.2.8.1. La familia W(F ), dondeF ∈ Cfib
∆ (I2) es la anterior aplicación

triangular, no es cerrada en(K(I2), dH).

Observación 4.2.8.1.Una vez comprobado que la propiedad dedH-clausura no se ve-
rifica enC∆(I2), e incluso tampoco enCfib

∆ (I2), proponemos analizar en el futuro lo que
ocurre con la clase de endomorfismos continuos de permutación enI2,

C(I2) = {F : (x, y) → (g(y), f(x)) : F ∈ C(I2)}.

Dado que esta clase de aplicaciones posee, como consecuencia de su especial morfolo-
gía, ciertas similitudes con la dinámica de las funciones unidimensionales (véanse, por
ejemplo, [BL 00], [BL 01] o [BL 02]), sería interesante analizar la veracidad o no, de
la propiedad de clausura en la métrica de Hausdorff,dH , para la familia de todos los
conjuntosω-límite generados por elementos de C(I2).



Capítulo 5

Caracterizandoh(F ) = 0 enC∗∆(I2)

Como ya comentamos en la introducción, medianteC∗
∆(I2) denotaremos a la clase de

las aplicaciones triangulares que poseen una función basef satisfaciendo la propiedad
de ser Per(f) cerrado.

Dada una aplicaciónF ∈ C∆(I2) consideremos las siguientes propiedades dinámico-
topológicas:

(1) la entropía topológica deF es cero (h(F ) = 0);

(2) la entropía topológica deF|Rec(F ) es cero (h
(

F|Rec(F )

)

= 0);

(3) F|Rec(F ) es no caótica;

(4) cada punto recurrente deF es uniformemente recurrente (Rec(F )=UR(F ));

(5) los periodos de todos los puntos periódicos son una potenciade dos (F ≤ 2∞).

Es bien conocido que las propiedades(1) - (5) son equivalentes para las funciones
continuas del intervalo unidad (véase [SKSF 97]). Tal equivalencia establece una útil
caracterización de la propiedad de entropía topológica cero que, como es sabido, es un
signo de simplicidad dinámica.
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5.1. Estado del problema enC∆(I2)

En 1989, A.N. Sharkovskiı̆ y S.F. Kolyada (véase [SK 91]) formularon el problema
de estudiar las relaciones existentes entre las propiedades(1)− (5) en el contexto de las
aplicaciones triangulares del cuadrado unidad. Como primer comentario, hemos de decir
que, en general, paraC∆(I2) las propiedades (1)-(5) no son mutuamente equivalentes.
Por ejemplo en [BEL 95], se contruye una aplicación triangular enI2 de clase≤ 2∞ pero
que posee entropía topológica positiva y puntos recurrentes que no son uniformemente
recurrentes, es decir, se prueba que(5) ; (1) y (5) ; (4) (este mismo resultado es
presentado en [Ko 92] pero la peculiaridad que introduce [BEL 95] es que los autores
proporcionan un método que permite construir para cadak entero positivo un elemento
deC∆(I2) de claseCk satisfaciendo las propiedades). Por otro lado en [FPS 95] seda
un ejemplo enC∆(I2) de una aplicaciónF que posee entropía topológica cero y tal que
su conjunto de puntos recurrentes es diferente del de puntosuniformemente recurrentes
((1) ; (4)). Para más información sobre la no equivalencia mutua entrelas propiedades
(1)-(5) para los elementos de la claseC∆(I2) véanse, por ejemplo, [Ko 92], [Koč 99] o
[KMS 99].

Además, incluso bajo fuertes hipótesis adicionales sobre la aplicación triangularF ,
la equivalencia no se consigue. En [Koč 01] se considera el problema de analizar la
equivalencia para aplicaciones triangulares no decrecientes en las fibras, es decir, trans-
formaciones de la forma(x, y) → (f(x), g(x, y)) donde para cadax ∈ I la funcióngx
es no decreciente. En esta situación se prueba que las propiedades (1), (2) y (5) son mu-
tuamente equivalentes,(3) implica (4) y (4) implica (1). Sin embargo (véase [Koč 01,
Lema 4.2]) existe un ejemplo de una aplicación triangular nodecreciente en las fibras
satisfaciendo (2) pero no (3) ni (4) (este ejemplo está basado en ideas de [FPS 95]). La
implicación de(4) a (3) ha sido recientemente resuelta de modo negativo en [FPS 04].
Por tanto, incluso para esta clase tan particular de aplicaciones, las propiedades(1)−(5)

no son equivalentes.

5.2. La claseC∗
∆(I2)

Consideraremos el problema de la equivalencia mutua entre(1) − (5) en la clase
C∗

∆(I2) de las aplicaciones triangulares que poseen función base con conjunto de pun-
tos periódicos cerrado. Para tales aplicaciones probaremos que (1)-(5) son propiedades
mutuamente equivalentes, resolviendo así el problema propuesto por Sharkovskiı̆ y Kol-
yada en [SK 91] para esta clase particular de aplicaciones triangulares.

La hipótesis que consideramos sobre las funciones base es unrequerimiento fácil
de comprobar, bien estudiado en la literatura y satisfecho por una gran cantidad de



5.3. RESULTADOS PARCIALES 89

funciones del intervalo. Observemos que las funciones deC(I) que posean conjunto de
puntos periódicos cerrado, necesariamente tienen entropía topológica cero pero no a la
inversa. Existen funciones del intervalo de tipo2∞ (es decir, funciones cuyo conjunto de
periodos es{1, 2, 22, ...}) y por tanto con entropía topológica cero (véase [MS 80]), tal
que el conjunto de sus puntos periódicos no es cerrado (véasepor ejemplo [SKSF 97]).
Es más, se verifica el siguiente resultado:

Teorema 5.2.1 ([Ni 82], [SF 80], [SKSF 97] y [X 81])).Seaf una función continua
del intervaloI. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) Per(f) es cerrado,

(ii) para cadax ∈ I, ωf(x) es finito,

(iii) Rec(f) = Per(f),

(iv) UR(f) = Per(f).

5.3. Resultados parciales

En esta sección probaremos ciertos resultados parciales que nos permitirán estable-
cer la equivalencia mutua entre (1)-(5) para los elementos deC∗

∆(I2).

Teorema 5.3.1.SeaF ∈ C∗
∆(I2) con función basef . Entonces (1) y (4) son equivalen-

tes.

Demostración.Supongamos que se satisface(1). Entonces, por la fórmula de Bowen
(1.1) se verificah(f) = h(F |Ix) = 0 para cadax ∈ I. Fijamosx ∈ Per(f) y seamx su
periodo. Entoncesh(Fmx) = mx · h(F ) = 0 (véase [BC 92, Capítulo VIII, Proposición
2]), y por tantoh(Fmx |Ix) = 0. Consideremos la función unidimensional

τmx
= gfmx−1(x) ◦ ... ◦ gx.

Entoncesh(τmx
) = 0. Y por tanto Rec(τmx

)=UR(τmx
) (véase [SKSF 97, Teorema

4.19]). Consecuentemente, como Rec(Fmx|Ix) = {x} × Rec(τmx
) y UR(Fmx|Ix) =

{x} × UR(τmx
), encontramos

Rec(Fmx|Ix) = UR(Fmx|Ix).

Es más, tenemos Rec(Fmx)=Rec(F ) y UR(Fmx)=UR(F ) (véase [BC 92]). Por tanto,
Rec(F |Ix) = UR(F |Ix). Comox ∈ Per(f ) está arbitrariamente fijado,

Rec(F |Per(f)×I) = UR(F |Per(f)×I).
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Por otro lado, comoF ∈ C∗
∆(I2) el conjunto Per(f ) es cerrado, lo que por el Teo-

rema 5.2.1, significa que Rec(f) = UR(f) = Per(f). Obteniéndose, por tanto, que
Rec(F )=UR(F ).

Ahora supongamos que (1) no se satisface, es decir,h(F ) > 0. Como Per(f ) es
cerrado, por (1.1) existe un puntox ∈ Per(f ) tal queh(F |Ix) > 0. Seamx el perio-
do dex por f . Por tanto, por [KS 96, Lema 4.4],h(Fmx|Ix) = mx · h(F |Ix) > 0

(obsérvese que este hecho no puede deducise en general de [BC92, Capítulo VIII,
Proposicion 2] ya que, excepto para el casomx = 1, la fibra Ix no es invariante me-
dianteF ). Por ende,h(τmx

) > 0 y usando de nuevo [SKSF 97, Teorema 4.19] existe
y∗ ∈ Rec(τm)\UR(τm). Consecuentemente, existe una sucesión de enteros no negativos
(nk)

∞
k=0 tal que ĺım

k→∞
τnk
mx

(y∗) = y∗. Así,

(x, y∗) = ĺım
k→∞

(

x, τnk
mx

(y∗
)

) = ĺım
k→∞

F nk·mx(x, y∗),

es decir,(x, y∗) ∈ Rec(Fmx)=Rec(F ). Observemos que(x, y∗) /∈ UR(F ). De otro mo-
do, y∗ ∈ UR(τmx

), lo que no es posible. Por tanto, Rec(F )6= UR(F ) finalizando la
prueba.

Para probar la equivalencia entre(3) y (4) (véase Teorema 5.3.3) desarrollamos el
siguiente resultado auxiliar.

Lema 5.3.2. SeaF ∈ C∗
∆(I2) con función basef . Si F satisface (4), entonces para

cada(x, y) ∈ Rec(F ), la aplicaciónF |ωF (x,y) es no caótica.

Demostración.Sea(x, y) ∈ Rec(F ). El caso dondeωF (x, y) es finito es trivial. Asúma-
se queωF (x, y) es un conjunto infinito. Como (4) se satisface paraF , por el Teorema
5.3.1,h(F ) = 0. Por tanto, por (1.1),h(F |Ix) = h(f) = 0 para cadax ∈ Per(f). Como
(x, y) ∈ Rec(F ) y Per(f ) es cerrado, usando los Teoremas 1.2.4 y 5.2.1, tenemos que
x ∈ Per(f). Seamx el periodo dex mediantef . Entonces,ωF (x, y) se distribuye en fi-
brasIxj

dondexj = f j(x) paraj ∈ {0, ..., mx−1}. Es más, de (4) se sigue queωF (x, y)

es un conjunto minimal deF . Así, para cadaj ∈ {0, ..., mx − 1}, Fmx posee un con-

junto minimalMxj
contenido enIxj

y ωF (x, y) =
mx−1
⋃

j=0

Mxj
. Por (4) y [BC 92, Capítulo

VIII, Proposición 2], Rec(Fmx) = UR(Fmx) y por ende Rec(Fmx|Ixj
) = UR(Fmx|Ixj

).
Como para las funciones del intervalo (4) implica (3), para cadaj ∈ {0, ..., mx − 1}

la aplicaciónFmx|Ixj
es no caótica en su conjunto de puntos recurrentes. Por tanto,

Fmx|Ixj
es no caótica enMxj

para cadaj ∈ {0, ..., mx − 1}. Consecuentemente, como
x ∈ Per(f) la aplicaciónFmx , y por endeF , es no caótica en la unión deMxj

que es
igual aωF (x, y).

Teorema 5.3.3.SeaF ∈ C∗
∆(I2) con función basef . Entonces (3) y (4) son equivalen-

tes.
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Demostración.Supongamos queF|Rec(F ) es caótica, entonces existen puntosz, t ∈

Rec(F ) satisfaciendo:

ĺım inf
n→∞

d(F n(z), F n(t)) = 0, ĺım sup
n→∞

d(F n(z), F n(t)) > 0. (5.1)

Por tanto, existe una sucesión creciente de enteros positivos(nk)
∞
k=0 tal que

ĺım
k→∞

d(F nk(z), F nk(t)) = 0.

Como,(F nk(z))∞k=0 y (F nk(t))∞k=0 poseen subsucesiones convergentes, sin pérdida de
generalidad, podemos asumir queĺım

k→∞
F nk(z) = u y ĺım

k→∞
F nk(t) = v. Entonces,u = v

y u ∈ ωF (z)∩ωF (t). Si Rec(F ) y UR(F ) fuesen iguales, entoncesωF (z) y ωF (t) serían
conjuntos minimales y por tanto,ωF (u) = ωF (z) = ωF (t). Así,F |ωF (u) sería caótica,
lo que no es posible por el Lema 5.3.2. Queda pues probado que Rec(F ) 6= UR(F ).

Ahora, supongamos que Rec(F ) 6= UR(F ). Por el Teorema 5.3.1,h(F ) > 0. Usan-
do que Per(f ) es cerrado, por (1.1) existe un puntox ∈ Per(f) tal queh(F |Ix) > 0.
Seamx el periodo dex mediantef y τmx

la función unidimensional definida como
gfmx−1(x) ◦ ... ◦ gx. Entonces,h(τmx

) > 0 y por tantoτmx
es caótica en el conjunto de

sus puntos recurrentes (véase [Sh2 65, Teorema 4.19]). Así,existenz1, t1 ∈ Rec(τmx
)

tales que

ĺım inf
n→∞

d(τnmx
(z1), τ

n
mx

(t1)) = 0, ĺım sup
n→∞

d(τnmx
(z1), τ

n
mx

(t1)) > 0. (5.2)

Para cada enteron ≥ 1 e y ∈ I, Fmx·n(x, y) = (x, τnmx
(y)). Por tanto, si definimos

z = (x, z1) y t = (x, t1), entoncesz, t ∈ Rec(F ) y por (5.2) conseguimos

ĺım inf
n→∞

d(Fmx·n(z), Fmx·n(t)) = 0, ĺım sup
n→∞

d(Fmx·n(z), Fmx·n(t)) > 0.

Así,
0 ≤ ĺım inf

n→∞
d(F n(z), F n(t)) ≤ ĺım inf

n→∞
d(Fmx·n(z), Fmx·n(t)) = 0

y
0 < ĺım sup

n→∞
d(Fmx·n(z), Fmx·n(t)) ≤ ĺım sup

n→∞
d(F n(z), F n(t)),

obteniendo queF |Rec(F ) es caótica.

5.4. Prueba del resultado principal

Finalmente, pasamos a demostrar la equivalencia entre las propiedades (1)-(5) para
la clase de aplicaciones triangularesC∗

∆(I2).
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Teorema 5.4.1.SeaF ∈ C∗
∆(I2) con función basef . Entonces, las condiciones(1)−(5)

son mutuamente equivalentes.

Demostración.Por los Teoremas 5.3.1 y 5.3.3, obtenemos las mutua equivalencia entre
(1), (3) y (4). Por otro lado, por [Kǒc 99], y sin hipótesis adicionales, (5) es siempre
equivalente ah(F |Per(F )) = 0 enC∆(I2). Por tanto, como(2) implicah(F |Per(F )) = 0,
obtenemos que(2) implica (5). Por definición, (1) siempre implica (2) y por [Ko 92,
Teorema 8], (5) es equivalente a (1) finalizando la prueba.

Observación 5.4.1.1.(A) Es conocido que existe una larga lista de propiedades caracte-
rizando la propiedad de poseer entropía topológica cero para los elementos deC(I) (véa-
se [SKSF 97]). En este Capítulo hemos estudiado el problema,propuesto por Sharkovs-
kiı̆ y Kolyada (véase [SK 91]), de encontrar una condición natural sobre los elementos
deC∆(I2) que permita obtener una caracterización de la propiedad de poseer entropía
topológica cero, análoga a la habida para los elementos deC(I). Nosotros hemos es-
tudiado cuatro de las propiedades más representativas, equivalentes a poseer entropía
topológica cero enC(I), (2)-(4). Está claro, que en el futuro, será necesario analizar si
el resto de propiedades que enC(I) caracterizan a la entropía cero se mantienen válidas
para los elementos deC∗

∆(I2). Nuestra idea es que para muchas de ellas la equivalencia
funcionará.

(B) Dada una aplicación triangularF , un problema abierto es analizar la validez
o no, de la implicación entre (4) Rec(F ) = UR(F ) y (1) h(F ) = 0. La importancia
de este problema radica en que si existiese una contestaciónpositiva al mismo, podría
proponerse una definición de simplicidad en la claseC∆(I2) en términos puramente di-
námicos, al realizarse a través de conjuntos con propiedades de retorno. Una aplicación
triangularF sería simple si y sólo si Rec(F ) = UR(F ).

Por los resultados obtenidos tras nuestro análisis y por el trabajo de [Kǒc 01], el
problema de analizar la implicación entre (4) y (1) queda reducido a considerar aplica-
ciones triangularesF (x, y) = (f(x), g(x, y)) conh(f) = 0 y Per(f) 6= Per(f), y con
al menos unx ∈ I tal quegx es decreciente.



Apéndice

En relación con lo planteado en el Capítulo 1, Sección 1.1, mostramos dos ejemplos
de espacios y aplicaciones que generan sólo conjuntos scrambled que poseen dos puntos.

Teorema 5.4.2.Existe una aplicación continua definida en un espacio tipo Cantor, tal
que cada conjunto scrambled tiene exactamente dos puntos.

Demostración.SeaΣ2 el espacio de las sucesionesx = x1x2x3... dondexn = 0 o
1 para cadan, dotado con la topología de la convergencia puntual. Consideremos la
aplicación continuashiftσ : Σ2 → Σ2 definida porσ(x1x2x3...) = x2x3... . Por [L 03,
Teorema 3.11], existeX ⊂ Σ2 σ-invariante y métrico compacto tal queσ|X verifica
que cada conjunto scrambled posee exactamente dos puntos. Por otro lado, es conocido
(véase [Ki 98]) que existe un homeomorfismoh, entreΣ2 y C, dondeC es el conjunto
ternario de Cantor clásico. Sih(X) no posee puntos aislados, entonces el conjuntoh(X)

es tipo Cantor y cada conjunto scrambled para la aplicación continua definida enh(X),
h◦σ ◦h−1, posee exactamente dos puntos. Si por el contrario existiesen puntos aislados
xi enh(X), para cadai existiráUi entorno cerrado dexi tal queUi ∩ h(X) = {xi}. Sea

Ci ⊂ Ui el conjunto de Cantor que contiene axi y consideremosA = h(X) ∪

(

⋃

i

Ci

)

.

Es claro queA no posee puntos aislados y es de tipo Cantor. Consideremos ahora la
funciónf : A→ A definida como

f(x) =

{

h ◦ σ ◦ h−1(x) si x ∈ h(X),

h ◦ σ ◦ h−1(xi) si x ∈ Ci para todoi.

Es obvio quef es continua y que cada conjunto scrambled posee exactamentedos
puntos ya quef(y) = f(xi) para caday ∈ Ci.

Nota 5.4.3. El punto crucial en la prueba del teorema es la existencia delespacioX
contenido enΣ2 que esσ-invariante y que satisface la propiedad de generar únicamente
conjuntos scrambled bipuntuales. A este respecto, tan sólocomentar que dicho espacio
se construye como la unión de las órbitas cerradas de dos puntos adecuadamente ele-
gidos del espacioΣ2 que poseen conjuntosω-límite infinitos (para más detalles véase
[L 03]).
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Teorema 5.4.4.Existe un continuoX ⊂ R2 (espacio compacto y conexo) con interior
vacío y un homeomorfismoh enX, tal que, cada conjunto scrambled tiene exactamente
dos puntos.

Demostración.Consideremos los conjuntosA, B, C y D y las funcionesh1, h2 y h3

definidas como siguen:

A = {(x, sen(
π

x
) ∈ R2 : x ∈ (0, 1))},

B = {0} × [−1, 1],

C = {

(

1

2
+

1

2
cos(ϕ), 1 +

1

2
sen(ϕ)

)

∈ R2 : ϕ ∈ [0, π]},

D = {1} × (0, 1),

y
h1 : A→ (1,+∞) tal que(x, sen(π

x
)) → 1 − tg

(

π
2
(x− 1)

)

,

h2 : (1,+∞) → (1,+∞) tal quex→ x−1
(1+(x−1)2)+x

h3 : (1,+∞) → A tal quex→ ( 1
x
, sen(πx)).

Consideremos el espacioX = A ∪ B ∪ C ∪ D. Es claro queX es conexo (incluso
por arcos) y compacto como puede observarse en la siguiente figura.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

-0.5

0.5

1

1.5

A

C

B

D

Consideremos ahora la siguiente función:

H(x) =

{

h3 ◦ h2 ◦ h1(x) si x ∈ A,

x en otro caso.

Es obvio queH es un homeomorfismo. Además, cada conjunto scrambled posee exac-
tamente dos puntos. En efecto, la funciónH no posee ningún conjunto scrambled en
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B ∪ C ∪D ya que sobre tales conjuntos está definida como la identidad.Por otro lado,
es claro que no existen conjuntos scrambled paraH enA ya que se satisface

ĺım
x→0

(H(x) − x) = 0. (5.3)

La expresión (5.3) se sigue de la igualdadĺım
x→0

(h2(x)−x) = 0. Por otra parte, por (5.3),

si x ∈ A e y ∈ B, {x, y} es un par de Li-Yorke.

Nota 5.4.5.Con respecto a las funciones que integran la definición deH, notamos lo
siguiente:

(1) La funciónh1 rectifica la curvasen( 1
x
) en la semirecta positiva,

(2) la funciónh2 mueve los puntos hacia el infinito con una velocidad decreciente,

(3) si tomamos como punto deB, y = (0, 1) o y = (0,−1) y x ∈ A arbitrario,
obtenemos un par de Li-Yorke“extremal” ya queĺım sup

n→∞
d(Hn(x), Hn(y)) = 2,

alcanzando su máximo valor.

Observación 5.4.5.1.En el ejemplo contenido en [FPS 95], se muestra que los conti-
nuos pueden admitir aplicaciones que sólo poseen pares de Li-Yorke. Pero, el continuo
que se usa es el espacioI2 que posee interior no vacío enR2 con la topología relativa.
Con el Teorema 5.4.4, se muestra que continuos con interior vacío en el espacio euclídeo
en el que se sumergen, también pueden admitir la misma propiedad.



96 APÉNDICE



Bibliografía

[AKM 65] R.L. Adler, A. G. Konheim y M.H. McAndrew,Topological entropy,
Trans. Amer. Math. Soc.,114, (1965), 309-319.

[ABCP 89/90] S.J. Agronsky, A.M. Bruckner, J.G. Ceder y T.L.Pearson,The struc-
ture of ω-limit sets for continuous functions, Real Anal. Exch.,15,
(1989/1990), 483–510.

[AC1 91/92] S.J. Agronsky y J.G. Ceder,What sets can beω-limit sets inEn?, Real
Anal. Exch.,17, (1991/1992), 97–109.

[AC2 91/92] S.J. Agronsky y J.G. Ceder,Each Peano subspace ofEk is anω-limit
sets, Real Anal. Exch.,17, (1991/1992), 371–378.

[ALM 89] Ll. Alsedà, J. Llibre y M. Misiurewicvz,Periodic orbits of maps ofY ,
Trans. Amer. Math, Soc.,313, (1989), 475-538.

[ALM 93] Ll. Alsedà, J. Llibre y M. Misiurewicz,Combinatorial dynamics and
entropy in dimension one, Advanced Series in Nonlinear Dynamics,
World Scientific, Second Edition Vol.5, (2000).

[AM 93] Ll. Alsedà y J.M. Moreno,Linear orderings and the full periodicity
kernel for then-star, J. Math. Anal. Appl.,180, (1993), 599-616.

[APR 97] Ll. Alsedà, J. Paraños y J.A. Rodríguez,The full periodicity kernel
for a class of graph maps, Acta Math. Univ. Comenian.,66, (1997),
313-320.

[ARR 99] Ll. Alsedà, M. A. del Río y J. A. Rodríguez,A splitting theorem for
transitive maps, J. Math. Anal. Appl.,232 (2),(1999), 359–375.

[AY 95] Ll. Alsedá y X. Ye, No division and the set of periods for tree maps,
Ergod. Theor. Dyn. Syst.,15, (1995), 221-237.

97



98 BIBLIOGRAFÍA

[A 94] C. Arteaga,Smooth triangular maps of the square with closed set of
periodic points, J. Math. Anal. and Appl.,196, (1994), 987-997.

[Ba 97/98] M. Babilonová,On a conjecture of Agronsky and Ceder concerning
orbit-enclosingω-limit sets, Real Anal. Exch.,23, (1997/98), 773-
777.

[B 91] S. Baldwin,An extension of Sharkovskiı̆´s theorem to then-od, Ergod.
Theor. Dyn. Syst.,11, (1991), 249-271.

[B 95] S. Baldwin,Toward a theory of forcing on maps of trees, Proceedings
of the Conference“Thirty Years after Sharkovskiı̆´s Theorem: New
Perspectives”, (Murcia 1994), Int. J. Bifurcat. Chaos,5, (1995), 1307-
1318.

[BLl 95] S. Baldwin y J. Llibre,Periods of maps on trees with all branching
points fixed, Ergod. Theor. Dyn. Syst.,15, (1995), 239-246.

[BEL 95] F. Balibrea, F. Esquembre y A. Linero,Smooth triangular maps of
type2∞ with positive topological entropy, Int. J. Bifurcat. Chaos,5
(1995), 1319-1324.

[BL 00] F. Balibrea y A. Linero,Some results on topological dynamics of an-
titriangular maps, Acta Math. Hung.,88 (1-2), (2000), 169-178.

[BL 01] F. Balibrea y A. Linero,Periodic structure ofσ-permutation maps on
In, Aequationes Math.,62 (3), (2001), 265-279.

[BL 02] F. Balibrea y A. Linero,Periodic structure ofσ-permutation maps II.
The caseTn, Aequationes Math.,64 (1-2), (2002), 34-52.

[BGM 01] F. Balibrea, J.L. García Guirao y J.I. Muñoz Casado,Description of
ω-limit sets of a triangular map onI2, Far East J. Dynamical Systems,
3(1), (2001), 87-101.

[BGM 02] F. Balibrea, J.L. García Guirao y J.I. Muñoz Casado,A triangular map
onI2 whoseω-limit sets are all compact intervals of{0} × I, Discret
Contin. Dyn. S.,8(4), (2002), 983-994.

[BGM 03] F. Balibrea, J.L. García Guirao y J.I. Muñoz Casado,Onω-limit sets of
triangular maps on the unit cube, J. Differ. Equ. Appl.,9(3-4), (2003),
289-304.



BIBLIOGRAFÍA 99

[BG 04] F. Balibrea y J.L. García Guirao,On ω-limit sets of triangular maps
on the unit square, Grazer Math. Ber.,346, (2004), 177-186.

[BGM1 04] F. Balibrea, J.L. García Guirao y J.I. Muñoz Casado, On the space of
ω-limit sets for continuous maps on the unit square, Sometido a Dyn.
Contin. Discret I., (2004).

[BGM2 04] F. Balibrea, J.L. García Guirao y J.I. Muñoz Casado, A topological
method for obtaining finite unions of interval asω-limit sets in one
fiber for triangular maps, Preprint, (2004).

[BRS 03] F. Balibrea, L. Reich y J. Smítal,Iteration theory: dynamical systems
and functional equations, Int. J. Bifurcat. Chaos,13(7), (2003), 1627-
1647.

[Bea 91] A.F. Beardon,Iteration of rational functions, (1991), Springer-Verlag.

[Be 81] C. Bernhardt,Periodic orbits of continuous mappings of the circle
without fixed points, Ergod. Theor. Dyn. Syst.,1, (1981), 413-417.

[Be 82] C. Bernhardt,Periodic points of a class of endomorphisms of the cir-
cle, J. Lond. Math. Soc.,45(3), (1982), 539-550.

[Bi 27] G. D. Birkhoff, Dynamical systems, Amer. Math. Soc. publications,
Rhode Island, (1927).

[BGKM 02] F. Blanchard, E. Glasner, S. Kolyada y A. Maass,On Li-Yorke pairs,
J. Reine Angew. Math.547, (2002), 51-68.

[BDM 04] F. Blanchard, F. Durand and A. Maas,Constant-Lenght substitutions
and countable scrambled sets, Preprint, (2004).

[BBHS 96] A. Block, A.M. Bruckner, P.D. Humke y J. Smítal,The Space ofω-
limit Sets of a Continuous Map on the Interval, Trans. Amer. Math.
Soc.,348(4), (1996), 1357-1372.

[BC 92] L.S. Block y W.A. Coppel,Dynamics in one dimension, Lecture Notes
in Math., Springer, Berlin, (1992).

[Bl 92] A.M. Blokh, Periods implying almost all periods for tree maps, Non-
linearity,5, (1992), 1375-1382.

[B 93] A.M. Bruckner,Some problems concerning the iteration of real func-
tions, Atti Sem. Mat. Fiz. Univ. Modena,41, (1993), 195-203.



100 BIBLIOGRAFÍA

[BS 92] A.M. Bruckner y J. Smítal,The structure ofω-limit sets for continuous
maps of the interval, Math. Bohem.117, (1992), 42-47.

[Bo 71] R. Bowen,Entropy for group endomorphism and homogeneous spa-
ces, Trans. Amer. Math. Soc.,153(1971), 401-414.

[CGSS 04] J. Chudziak, J.L. García Guirao, L. Snoha y V. Špitalský, Universal
discrete dynamical systems regardingω-limit sets, Preprint, (2004).

[D 89] R.L. Devaney, An introduction to chaotic dynamical systems,
Addison-Wesley, Reading, MA, (1989), Second Edition.

[Du 18] G. Duffing,Erzwungene Schwingungen bei veränderlicher Eigenfre-
quenz und ihre technische Bedeutung, Braunschweig: F. Vieweg,VI ,
(1918).

[E 90] G.A. Edgar, Measure, topology, and fractal geometry, (1990),
Springer-Verlag.

[FM 93] J. Franks y M. Misiurewicz,Cycles for disk homeomorphisms and
thick trees, Contemp. Math.,152, (1993), 69-139.

[FPS 95] G.L. Forti, L. Paganoni y J. Smítal,Strange triangular maps of the
square, B. Aust. Math. Soc.,51, (1995), 398-415.

[FPS 04] G.L. Forti, L. Paganoni y J. Smítal,Triangular maps with all periods
and no infiniteω-limit set containing periodic points, Sometido a To-
pol. Appl.

[G 01] J.L. García Guirao,Dinámica topológica de aplicaciones triangula-
res bidimensionales, Tesina de Licenciatura, Universidad de Murcia
(2001).

[GC 04] J.L. García Guirao y J. Chudziak,A characterization of zero topolo-
gical entropy for a class of triangular mappings, J. Math. Anal. Appl.,
287(2)(2003), 516-521.

[GL 04] J.L. García Guirao y M. Lampart,Li and Yorke chaos with respect to
the cardinality of scrambled sets, Sometido a Topol. Appl., (2004).

[HoYo 88] J. G. Hocking y G. S. Young,Topology, Second edition, Dover Publi-
cations, Inc., New York, (1988).



BIBLIOGRAFÍA 101

[HY 01] W. Huang y X. Ye,Homeomorphisms with the whole compacta being
scrambled sets, Ergod. Theor. Dyn. Syst.,21 (1), (2001), 77-91.

[J 92] V. Jiménez,Is Li and Yorke´s definition a good tool to measure chaos?,
Tesis Doctoral, (1992), Universidad de Murcia.

[JS 01] V. Jiménez y J. Smítal,ω-Limit sets for triangular mappings,Fund.
Math.,167, (2001), 1-15.

[Ki 98] B.P. Kitchens,Symbolic dynamics. One-sided, two-sided and counta-
ble State Markov Shifts, Springer, (1998), (Universitext).

[Kl 79] P.E. Kloeden,On Sharkovsky´s cycle coexistence ordering, B. Aust.
Math. Soc.,20, (1979),171-177.
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